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RESUMO

Neste artigo apresenta-se um estudo relativo a circunferéncia, com base ao programa de Geometria Analitica do primeiro
ano do curso de Matemética da Escola Superior Pedagdgica do Bié, seguindo os principios légico-dedutivos introduzidos
por René Descartes. A visao original que esteve na base deste estudo, tem a ver com um diagnéstico feito ao primeiro
autor através de uma breve apresentagdo oral de um tema matematico de nivel elementar referente ao ensino da
circunferéncia, no ambito do plano curricular da cadeira de Projecto de Ensino | do Curso de Mestrado em Matematica
para Professores na Universidade de Beira Interior em Portugal. Cujo resultado do diagnéstico revela um rol imenso de
insuficiéncias, relativamente a incapacidade do docente em lecionar o contetddo da circunferéncia na perspectiva de um
ensino que parte do mais simples para o mais complexo, demonstrando os resultados na base de teoremas e proposicoes
adaptados a priori, 0 que promovia uma aprendizagem menos significativa por parte dos estudantes, neste ambito. Neste
sentido, pretende-se inverter esse quadro, com a realizagcao desta pesquisa cujo objetivo & contribuir para o melhoramento
do ensino da Geometria Analitica com particular realce ao tema da circunferéncia no curso de Matematica da Escola
Superior Pedagoégica do Bié. A mesma esta encaminhada com vista a dar resposta a seguinte questao da pesquisa: como
melhorar o ensino e aprendizagem da Geometria Analitica com énfase ao tema da circunferéncia, nos alunos do primeiro
ano do curso de Matematica da Escola Superior Pedagdgica do Bié? A orientagdo metodoldgica é do tipo qualitativo e a
abordagem descritiva, pois tratou-se de observar, analisar e descrever os procedimentos de resolugao utilizados pelos
professores e estudantes no estudo da circunferéncia, incluindo a revisao bibliografica dos materiais de apoio utilizados
como bibliografia basica na referida disciplina.

Palavras-chave: Ensino da Geometria Analitica, Circunferéncia, Principios axiomaticos de René Descartes

ABSTRACT

This article presents a relative study to the circumference, with base to the program of Analytical Geometry of the first year
of the course of Mathematics of the Pedagogic Superior School of Bié, following the logical-deductive beginnings
introduced by René Descartes. The original vision that was in the base of this study, has to do with a diagnosis done to
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the first author through an abbreviation oral presentation of a mathematical theme of elementary level regarding the
teaching of the circumference, in the extent of the plan curricular of the chair of Project of Teaching | of the Course of
Master's degree in Mathematics for Teachers in the University of Interior Edge in Portugal. Whose result of the diagnosis
reveals an immense list of inadequacies, relatively the teacher's incapacity in teaching the content of the circumference in
the perspective of a teaching that leaves of the simplest for the more compound, demonstrating the results in the base of
theorems and propositions adapted a priori, what promoted a less significant learning on the part of the students, in this
extent. In this sense, it intends to invert that picture, with the accomplishment of this research whose objective is to
contribute for the improvement of the teaching of the Analytical Geometry with matter it enhances to the theme of the
circumference in the course of Mathematics of the Pedagogic Superior School of Bié. The same is directed with view to
give answer the following subject of the research: how to improve the teaching and learning of the Analytical Geometry
with emphasis to the theme of the circumference, in the students of the first year of the course of Mathematics of the
Pedagogic Superior School of Bié? The methodological orientation is of the qualitative type and the descriptive approach,
because it was observed, to analyze and to describe the resolution procedures used by the teachers and students in the
study of the circumference, including the bibliographical revision of the support materials used as basic bibliography in the
referred discipline.

Keywords: Teaching of Analytical Geometry, Circumference, Axiomatic Principles of René Descartes

1 INTRODUGAO

A Geometria € um dos ramos da Matematica que exerce um papel preponderante na
vida do homem. Como todo o ramo do conhecimento, nasceu da necessidade da analise
dos problemas da realidade objetiva, é revestida de capital importancia porque através dela
os individuos se conectam com o mundo em que vivem. Ela € uma abstracio intuitiva da
realidade objetiva, tal fato é notério quando se estuda os acontecimentos relacionados ao
seu surgimento, conforme se constata no seguinte argumento de Boyer (2011):

(...) Segundo o historiador grego Herddoto (sec. V a.C.), a geometria teve a sua
origem em problemas praticos relacionados com a agrimensura ou medicdo de
terrenos, no Egito antigo, mas sabe-se hoje que outras civilizagdes pré-helénicas ja
possuiam conhecimentos de natureza geométrica (p.35).

As ideias anteriores a revestem de capital importancia, pois os conhecimentos, as
intuicbes e as relagdes a ela inerentes ajudam os individuos a desenvolverem a realidade
em que estdo inseridos e a melhorarem as suas relagdes com o0 meio que os rodeia. Isto
revela as potencialidades do Ensino da Geometria na formacao dos alunos e de maneira
geral, na formacéo do tipo de homem que a sociedade necessita.

Por outro lado, apesar da importancia que se confere a Geometria, ela constitui uma
das areas da Matematica que apresenta maiores dificuldades de aprendizagem por parte
dos alunos e que requer de uma especial atencédo através do trabalho pedagdgico e
investigativo. O conjunto imenso destas dificuldades esta intimamente relacionado com as
mais variadas areas da Geometria. Sdo exemplos disso: a Geometria plana, a Geometria
Espacial, a Geometria analitica. No caso concreto da Geometria Analitica alvo da presente

pesquisa, durante os anos de experiéncias do primeiro autor como professor desta cadeira
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no primeiro ano do curso de Matematica da Escola Superior Pedagdgica do Bié, quando se
tratava das aulas relacionadas com os conteudos da circunferéncia, os alunos
apresentavam dificuldades em dar explica¢gdes acerca da origem da equagao reduzida e
geral da circunferéncia; da principal propriedade que justifica a razao dela ser considerada
como um lugar geométrico e da identificagdo da circunferéncia a partir de condigdes sobre
os coeficientes de uma equagao polinomial do 2° grau em duas variaveis.

Em sede destas dificuldades, o emprego de métodos tradicionais, responsaveis por
um “ensino-aprendizagem que ndo provoca reflexdes nos alunos™, sustentado pelo
predominio de exercicios rotineiros sem demonstragcdes prévias na obtencao de férmulas
geomeétricas é apontada por Cassela (2018), em sua dissertacdo de mestrado sobre o
“‘ensino da Geometria Analitica no contexto cultural do Cuito/Bié” como uma das causas, a
qual tem promovido a falta de interesse na aprendizagem dos conteudos ligados a esta
cadeira por parte dos alunos e consequentemente o mal desempenho académico na sua
aprendizagem.

Preocupado com esta situagdo, o primeiro autor deste artigo, na qualidade de
professor de Geometria Analitica, no curso de Matematica 1° ano da Escola Superior
Pedagodgica do Bié, enquanto estudante do curso de Mestrado em Matematica para
professores na Universidade de Beira Interior em Portugal, escolheu direcionar a sua linha
de investigagcao no ramo da Geometria Analitica. Nesta conformidade, foi submetido a um
diagnostico, no ambito da cadeira de Projeto de Ensino |, através de uma breve
apresentacao oral de um tema matematico de nivel elementar por ele escolhido referente
ao ensino da circunferéncia.

Neste particular foi observada alguma falta de rigor na apresentacao da aula,
exposicao de férmulas de forma “pronta e acabada” e algumas transigdes bruscas entre
conteudos de graus de dificuldade distintos, revelando assim as insuficiéncias da sua
pratica docente. Na intensdo de melhorar este quadro os autores deste artigo foram
conduzidos a realizar um estudo da circunferéncia de acordo com os comentarios recebidos
e com algumas leituras recomendadas nos seguintes livros: curso de Geometria, de Paulo
Ventura Araujo (2012) e A Matematica do Ensino Médio, Volume 3, Capitulo |, secg¢ao 10,
SBM, Colegao Professor de Matematica (2006).

Como resultado deste estudo, escreveu-se o presente artigo cuja finalidade visa

contribuir para o melhoramento do ensino da Geometria Analitica com particular realce ao

' E necessario provocar o desejo de aprender, “problematizando o contetido, tornando-o interessante e nao
tirar o sabor da descoberta dando respostas prontas”(Santos, 2008, citado por Quitembo, 2020, p.8).
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tema da circunferéncia no curso de Matematica da Escola Superior Pedagogica do Bié. A
mesma esta encaminhada com vista a dar resposta a seguinte questao da pesquisa: como
melhorar o ensino e aprendizagem da Geometria Analitica com énfase ao tema da
circunferéncia, nos alunos do primeiro ano do curso de Matematica da Escola Superior
Pedagdgica do Bié?

Face a esta descrigdo, apresenta-se, em seguida, um breve resumo historico de
René Descartes e Pirre Fermat na perspectiva da criacdo da Geometria Analitica. Na
sequéncia, faz-se uma abordagem inerente ao processo de ensino-aprendizagem da
Geometria Analitica na Escola Superior Pedagdgica do Bié, seguindo-se de uma
caracterizagdo sobre o estudo da circunferéncia com base ao programa de Geometria
Analitica do primeiro ano do curso de Matematica na ESP-Bié. Outro aspecto importante a
ter em conta é a fundamentacdo metodoldgica, onde apresenta-se uma sintése referencial
inerente aos procedimentos metodologicos adotados. Apresenta-se a continuidade a

analise e resultados, seguindo-se das consideracdes finais.

2 BREVE RESUMO HISTORICO DE DESCARTES E PIERRE DE
FERMAT NA PERSPECTIVA DA CRIAGAO DA GEOMETRIA ANALITICA

Nesta secdo apresenta-se uma descrigao historica relativa a René Descartes e
Pierre de Fermat, apoiando-se em alguns excertos traduzidos informalmente e adaptados
da obra de Morris Kline (1967) “Mathematics for the Nonmathematician”, isto €, Matematica
para Nao Matematicos.

René Descartes (1596-1650) é considerado o pai da Matematica moderna e da
Filosofia moderna. Convencido de que o conhecimento obtido na sua formagao académica
ou néao era util ou ndo era absolutamente confiavel, Descartes procurou afastar todas as
opinides, dogmas, preconceitos, decretos das autoridades e tudo aquilo que ele
considerava serem nogdes pré-concebidas. Comegou entdo uma reconstrucido do
pensamento com o objetivo de obter conhecimento verdadeiro e confiavel. Inspirado pelos
gedmetras e pela longa cadeia de raciocinios simples e faceis de compreender que estes
usavam para chegar as conclusées das suas demonstragdes mais dificeis, Descartes
concluiu que “todas as coisas que o homem tem competéncia para conhecer estao

naturalmente encadeadas da mesma forma”.
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Descartes acreditava que a Matematica era “um instrumento do conhecimento mais
poderoso do que qualquer outro” e procurou retirar do seu estudo um conjunto de principios
gerais que dessem um método para obter conhecimento exato em todas as areas.
Seguindo o padrao matematico em que os resultados sdo deduzidos a partir de um conjunto
de axiomas iniciais, estabeleceu um conjunto de principios fundamentais alguns dos quais,
em fungao da intencao deste artigo se citam a seguir:

e Comecar com verdades evidentes e inquestionaveis;
e Dividir grandes problemas em problemas mais pequenos e proceder do mais simples

para o mais complexo;

Na Matematica, a grande contribuicdo de Descartes, juntamente com a de outro
grande matematico francés - Pierre de Fermat foi a de desenvolverem uma nova
abordagem da geometria baseada em métodos algébricos para descrever e representar
curvas. As razdes pelas quais os matematicos do século XVIl estavam tao interessados no
estudo de curvas foram em geral motivadas pelo desenvolvimento da ciéncia e pela vasta
expansao comercial e industrial da época. Apesar de muitas destas curvas ja serem
conhecidas e estudadas pelos gregos muitos séculos antes, ndo havia no seu estudo uma
preocupagao com as aplicagdes imediatas, pelo que nao era considerada uma questao a
falta de método para determinar procedimentos gerais para o estudo das curvas.

Descartes aproveitou o progresso feito na Algebra na segunda metade do século
XVl e no principio do século XVII, nomeadamente com os contributos de Cardano, Tartaglia,
Vieta, do proprio Descartes e de Fermat, ao estudarem a teoria das solugdes de equacgoes,
ao introduzirem o simbolismo (a ideia de usar coeficientes gerais em equagdes algébricas
foi de Frangois Vieta, matematico francés que viveu entre 1540 e 1603) e ao estabelecerem
viarios teoremas e métodos algébricos.

Nestes avangos Descartes ficou especialmente impressionado com a possibilidade
dada pela Algebra ao homem de raciocinar de forma eficiente e de mecanizar o
pensamento, produzindo resultados de forma quase automatica. Foi nesta perspectiva,
segundo Pickover (2009, p. 136) que “em 1637, publicou La gedmétrie, que mostra como
as formas e as figuras podem ser analisadas através da algebra”, cujo trabalho resultou na
juncdo da Geometria (parte concreta) e da Algebra (parte abstrata) fazendo surgir, desta
forma a Geometria Analitica, que de acordo com o autor referenciado é definida como “o
ramo da Matematica que contempla a representagdo de posi¢cdes num sistema de

coordenadas em que os matematicos analisam algebricamente essas posi¢oes.”
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3 PROCESSO DE ENSINO-APRESENDIZAGEM DA GEOMETRIA
ANALITICA NA ESCOLA SUPERIOR PEDAGOGICA DO BIE

O processo de ensino-aprendizagem da Geometria analitica na Escola Superior
Pedagogica do Bié esta concebido em conformidade com as politicas educacionais do
Estado angolano, definidas na Lei de Bases do Sistema Educativo, Lei 17/16 de 7 de
outubro, aprovada em 2016 pela Assembleia Nacional da Republica, pois visa contribuir
para a formagéo da concepgao cientifica do mundo mediante a compreensao dos conceitos
fundamentais a ela inerente por parte do estudante, com vista ao desenvolvimento de
habilidades e competéncias necessarias que estejam a altura das exigencias sociais e do
mercado do trabalho, tal como se constata na descricdo que se segue: “(...) preparar o
ingresso dos estudantes ao mercado de trabalho e desenvolver o pensamento légico e
abstrato bem como a capacidade de avaliar a aplicagdo de modelos cientificos para a
resolugao de problemas da vida pratica (...).” (p.35)

Nesta lei se percebe claramente a exigéncia que recai as instituicdbes angolanas no
sentido de estabelecerem uma correspondéncia entre os objetivos de formagao e os do
desenvolvimento do Pais, os quais se materializam através da unidade dos objetivos,
conteudos, e métodos de formacdo, garantindo a articulagdo horizontal e vertical
permanente dos subsistemas, niveis e modalidades de ensino. Neste sentido, para se
conseguir tal desiderato, as instituigdes em obediéncia aos 6rgaos ministeriais pautaram
pela reestruturagdo dos planos curriculares, dos programas, assim como as metodologias
para o ensino.

Do anterior, importa realgar que apesar destas exigéncias ainda é notorio o
tratamento dos conteudos com meétodos essencialmente reprodutivos apresentados
através de exposicdo de formulas, de forma pronta, acabada, partindo de definigdes,
exemplos, seguidos de exercicios de aprendizagem e fixagao, esperando-se com isso que
o aluno aprenda pela reprodugdo dos procedimentos algébricos conducentes a
representacdo de objetos geométricos estudados. Esta indicagdo denota a resisténcia do
abandono ao paradigma conservador, uma vez que se mudaram as tendéncias
pedagogicas, mas nao os processos. O ensino da Geometria analitica, ainda € marcado
por métodos que nao focalizam a compreensao; os passos metodoldgicos para resolver
qualquer problema; demonstracido de proposi¢coes e teoremas, entre outros. E como

consequéncia, os estudantes ndo compreendem o que se transmitiu; mecanizam e aplicam
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esses passos sem compreender o que fazem; memorizam as formulas e os passos ou
etapas e resolvem com passos memorizados. Por outro lado, a aprendizagem dos
contelidos nao é significativa?, pois é apenas memoristicas, reprodutiva, promovendo a falta
de interesse e motivagdes. Biondo (2017), em sua dissertacdo de mestrado defendida na
Universidade do Porto, sobre o “Ensino da Matematica no primeiro Ciclo”, demonstra a
preocupacgao de um ensino da Matematica fundamentado nos padrées tradicionais, ao fazer
referéncia de um dos argumentos da Associagédo de Professores de Matematica (APM) de
Portugal, o qual é reproduzido em seguida:

“(...) Aaprendizagem da Matematica é sempre produto da atividade e se ela se reduz,
por exemplo a resolucao repetitiva de exercicios para aplicagdo de certas formulas,
€ exatamente isto que se aprende e vai perdurar, enquanto ficar a memoria das
férmulas (...).” (1988, p. 56).

Esta ideia mostra claramente que o ensino da Matematica deve possibilitar os alunos
a analisar, discutir, conjecturar, demonstrar proposi¢des, lemas e teoremas para que se
abra o horizonte de aplicagdo dos conhecimentos adquiridos nas atividades do seu dia-a-
dia.

4  CARATERIZACAO SOBRE O ESTUDO DA CIRCUNFERENCIA COM
BASE AO PROGRAMA DE GEOMETRIA ANALITICA DO PRIMEIRO ANO
DO CURSO DE MATEMATICA NA ESP-BIE

O programa da Geometria Analitica do primeiro ano do curso de Matematica da ESP-
Bié, esta dividido em duas partes: Geometria Analitica 1 e 2 e do ponto de vista estrutural
obedece a seguinte sequéncia: objetivos gerais, sistema de conteudo, sistema de
habilidades, sistema de avaliacéo, orientagcdes metodoldgicas e referéncias bibliograficas.
O sistema de conteudos esta composto por capitulos e o estudo da circunferéncia faz parte
do primeiro capitulo do programa de Geometria Analitica 2, com o seu ensino-
aprendizagem, espera-se que os estudantes desenvolvam as seguintes habilidades:
conhecer o conceito da circunferéncia, conhecer a sua equacéao reduzida e geral e resolver

exercicios.

2 A aprendizagem significativa é definida por Ausubel como um processo pelo qual uma nova informagéo se
relaciona com um aspeto relevante da estrutura de conhecimento do individuo. Ou seja, neste processo a
nova informacdo interage com uma estrutura de conhecimento especifica a qual Ausubel define como
conceito subsungor ou, simplesmente, subsungor (subsumer), existente na estrutura cognitiva do individuo
(Moreira & Masini, 2001,p.17).
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Os autores deste artigo, reconhecem a necessidade de se repensar o sistema de
habilidades necessarias para o ensino da circunferéncia, uma vez que o seu processo de
ensino-aprendizagem da conta de algumas limitagdes por parte dos alunos, sobre tudo em
dar explicagdes acerca da origem da equagao reduzida e geral da circunferéncia; da
principal propriedade que justifica a raz&o dela ser considerada como um lugar geométrico
e da identificagcdo da circunferéncia a partir de condi¢gdes sobre os coeficientes de uma
equacao polinomial do 2° grau em duas variaveis, bem como na aplicagdo destes
conhecimentos para a resolugao de alguns problemas relacionados com os seus contextos.

Torna-se necessario elevar o grau de motivagdo para a aprendizagem deste
conteudo, sendo fundamental, no entanto, a criagdo de um ambiente que estimule o
desenvolvimento da criatividade, autonomia e independéncia. Nesta perspectiva, para o
alcance do objetivo determinado nesta pesquisa, foram considerados alguns

procedimentos metodoldgicos, conforme se constata no item que se segue.
5 FUNDAMENTAQAO METODOLOGICA

A pesquisa realizada é do tipo qualitativo® de natureza descritiva, pois tratou-se de
observar, analisar e descrever os procedimentos de resolucédo utilizados pelos professores
e estudantes no estudo da circunferéncia. Os instrumentos aplicados incluem uma
entrevista realizada a dois professores de Geometria Analitica, com o objetivo de obter
informagdes acerca do seu desempenho no ensino-aprendizagem da circunferéncia; guia
de analise documental relativa ao programa da disciplina, manual didatico utilizado e do
caderno de anotagdes do estudante. Ainda nesta perspectiva foi feita uma revisao
bibliografica dos materiais de apoio utilizados como bibliografia basica na referida disciplina.
A analise documental, a entrevista realizada e a experiéncia do primeiro autor como
professor da disciplina, permitiram identificar dificuldades quanto ao reconhecimento da
circunferéncia como lugar geométrico, assim como nos procedimentos utilizados para a
determinacdo das equacbes reduzida e geral da circunferéncia, caracterizados pela

aplicacao direta de definigbes e formulas em exercicios para a fixagado do conteudo.

3 Na pesquisa qualitativa “o investigador interpretativo observa participativamente, de dentro do ambiente
estudado, imerso no fendbmeno de interesse, anotando cuidadosamente tudo o que acontece nesse ambiente,
registando eventos, coletando documentos tais como trabalhos dos alunos, materiais distribuidos pelo
professor” (Moreira, 2003, p.24).
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6 ANALISE E RESULTADOS

Nesta secado faz-se uma analise dos dados recolhidos através do procedimento
metodoldgico acima referido com vista a obtengédo da informagéo necessaria e suficiente
para se dar resposta a questdo da pesquisa determinada. Neste ambito, apresentam-se os
resultados obtidos através da entrevista feita aos dois professores; da analise do programa
e do manual do estudante, bem como do seu caderno de anotagdes.

Para a realizacao da referida entrevista aos dois docentes da cadeira de Geometria
Analitica da escola investigada, os autores serviram-se da Google forms, cujas perguntas
e respostas abaixo se apresentam.

Como tens lecionado o conteudo inerente ao estudo da circunferéncia?

2 respostas

Como este é um tema que ja vem sendo trabalhado desde o ensino médio normalmente sigo a orientagéo
exposta no manual, partindo da sua definigdo, recordamos a suas equacdes e seguidamente aplicamos
alguns exemplos.

Por ser um contetido bastante elementar, dou o seu conceito, explicamos as suas equagdes e trabalhamos
em exercicios de aplicagdo.

Figura 1: Imagem da primeira pergunta feita aos docentes em entrevista.
Fonte: Prépria
Este resultado revela a ideia de que os professores desenvolvem o ensino-
aprendizagem da circunferéncia com base aos padrdes rotineiros e aplicam as formulas
de forma mecanica em determinados exercicios, sem conduzir os alunos a uma analise que
estimule a criatividade e a autonomia, contrapondo com o exposto por Santos (2008) que
promove a problematizacdo do conteudo como requisito fundamental para despertar a
reflexdo, estimular a demonstracado de resultados por parte dos alunos com vista a tornar

significativa a sua aprendizagem.

No ambito do estudo da equacéo geral de uma circunferéncia ajudas os alunos a identificar uma
circunferéncia a partir de condicoes sobre os coeficientes de uma equacéo polinomial do 2° grau
em duas variaveis

2 respostas
Para esse estudo aprofundamos apenas aquilo que € relevante e o resto os estudantes investigam.
Nem sempre.

Figura 2: Imagem da segunda pergunta feita aos docentes em entrevista.
Fonte: Prépria
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As respostas dadas pelos professores dao conta de um ensino-aprendizagem do
tema em estudo limitado ao que vem plasmado no programa, tornando o professor como
o centro do processo, impedindo que o aluno tenha uma base estrutarada de conhecimento
que o possibilite questionar, criticar e demonstrar os resultados com base a um
encadeamento légico.

No caso de confirmacao da questao, diga em que condicdes a equacgao do tipo Ax"2
+By*2+Cxy+Dx+Ey+F=0 é considerada uma circunferéncia?

2 respostas

E uma circunferéncia se o o quadrado de D mais a soma do quadrado de E menos 4F for maior que zero.

Estd parte ndo tem sido aprofundada porque néo faz parte do programa.

Figura 3: Imagem da terceira pergunta feita aos docentes em entrevista.
Fonte: Prépria

A resposta dada pelo primeiro professor denota alguma nocgéo relativamente a
resposta desejada, embora esteja incompleta. Quanto a segunda resposta, o professor
mostra claramente a sua prespectiva reducionista do ensino sustentada pelas limitagdes
constantes do programa da cadeira, fato que limita a aprendizagem dos alunos no ambito
do tema circunferéncia.

Quanto ao programa da disciplina, os autores reconhecem a necessidade de se
repensar a estruturagcado do sistema de conteudos tendo em conta a correspondéncia entre
as condicbes prévias necessarias para o tratamento da nova matéria a luz de uma
“metodologia ativa®” que permita os estudantes a discutirem as suas ideias na
demonstracdo de determinadas proposicoes e teoremas sob a mediagdo do professor;
estabelecer uma correspondéncia entre os conteudos e o sistema de habilidades a
desenvolver nos estudantes. Outrossim, € necessario melhorar as sugestdes
metodoldgicas com vista a orientar metodologicamente o professor.

No que diz respeito ao manual do aluno, o conteudo da circunféncia transportado
nele, esta limitado em apresentar o seu conceito e associa a expressao matematica
utilizada para a determinag&o da distancia entre dois pontos com o procedimento algébrico
para a determinagdo da equacado reduzida da circunferéncia sem uma explicagao

detalhada, tal como se constata na imagem que se segue.

4 Segundo Cotta et al. (2012, p. 788) citados por Moreira e Ribeiro (2016, p. 95), as metodologias ativas de
ensino e aprendizagem se baseiam em “estratégias de ensino fundamentadas na concepc¢ao pedagdgica
critico reflexiva, que permitem uma leitura e intervengao sobre a realidade, favorecendo a interagao entre os
diversos atores e valorizando a construgao coletiva do conhecimento e seus diferentes saberes e cenarios de
aprendizagem”.
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Capitulo 4

A circunferéncia

Definigiio:
Consideramos um ponto C do planc « e um Ndmero real r = O
Circunferdncia de centro C e raio r & o lugar geométrico
dos pontos de a que distam r do ponto C.
-
] ¥
Fix. v A —= circunferdncia
Cla, b)— centro da circunferfncia a
= Eo r— raio de A
Pix, yv)—s ponto de A
I P& A e dpc = r l
5] - =
D

P{x,
et} = dre = vETEmTEm BT

Pela definicBo, temos:

Figura 4: Imagem do conteuido da circunferéncia no manual didatico

Fonte: Prépria

A constatacao anterior é reforcada pela forma como se trabalham estes conteudos
em sala de aulas, partindo da definicao, formula e exemplos, tal como se observa na
imagem que se segue do caderno de um dos alunos do primeiro ano do curso de

Matematica da referida escola.
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Figura 5: Anotagdes feitas pelo estudante no seu caderno

Fonte: Prépria
Os resultados obtidos confirmam as insuficiéncias detectadas durante a
apresentacdo oral do primeiro autor, ao longo da sua formagdo de mestrado, as quais
motivaram os autores a realizarem esta investigacdo que apresenta um novo enfoque no
tratamento deste conteudo a partir da aplicacdo dos principios axiomaticos de René

Descartes e a utilizagdo do raciocinio hipotético-dedutivo, conforme a abordagem abaixo.

Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 15, p. 01-21, 2020. 11

Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2020.e76708



Estudo da circunferéncia a luz dos principios axiomaticos de René Descartes

No presente tépico faz-se uma abordagem relativa a circunferéncia na perspectiva
do principio légico-dedutivo de René Descartes, o qual da énfase a um ensino que parte do
mais simples para o mais complexo, demonstrando os resultados na base de teoremas e
proposi¢cdes adaptados a priori. Acreditamos que a contribuicdo pratica deste estudo
consiste no desenvolvimento de habilidades por parte dos estudantes e professores para
estabelecerem um raciocinio do tipo “se....entdo”, fazerem conjeturas envolvendo varios
conhecimentos ja adquiridos e confirmarem as suas veracidades a partir de um sistema
l6gico, usando definigdes, proposigdes, teoremas, entre outros.

O presente estudo segue as referéncias do livro “A Matematica do Ensino Médio,
Volume 3, Capitulo |, sec¢do 10, SBM, Colegao Professor de Matematica (2006)”. Para tal,
comega-se com a deducao da equacgao reduzida da circunferéncia e posteriormente a

equacao geral.
Deducao da equacao reduzida da circunferéncia

Definicao 1: A circunferéncia de centro O e raio r maior que zero, € o lugar

geomeétrico dos pontos do plano que estédo a distancia r de 0 (Araujo 2012 p.37).

Em atengcdo a definicdo anterior, vamos deduzir a equagdo reduzida da

circunferéncia a partir da Figura 6.

u
P=(z.y)

i |

a

Figura 6: Circunferéncia (a)
Fonte: elaboragéo do autor pelo Geogebra

Como o tridngulo AAPC)  é retangulo em Q podemos determinar a distancia

entre o centro A e o ponto P aplicando o teorema de Pitagoras.
(A, P)=r*=(z—a)’+(y—-b) <
(x—a)*+ (y—b)?=r?
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A equacao obtida é a reduzida da circunferéncia e no caso particular em que o centro
esta na origem das coordenadas, a equacao é: x? +y? =ri

Equacao geral da circunferéncia

Para a obtencdo da equacdo geral da circunferéncia, tem-se em consideragao o
teorema que se segue, cujo resultado identifica uma circunferéncia a partir de condi¢des

sobre os coeficientes de uma equacgao polinomial do 2° grau em duas variaveis.

Teorema 1: Consideremos a equagdo Ax?> + By*+ Cxy+Dx+Ey+F =0. O
conjunto dos pontos P = (x, y) cujas coordenadas satisfazem a equagdo é uma

circunferéncia se, e somente se A=B # 0,C = 0 e D? + E?>4AF. (Lima et. al 2006 p.40)

Demonstragao: evidencia-se que esta demonstracdo tem duas implicagdes, as

quais sao apresentadas separadamente:
e Primeira implicacao:
Hipotese: se A=B # 0,C = 0 e D? + E?>4AF;

Tese: A equagdo do tipo Ax? +By?+ Cxy+Dx+ Ey+F =0, define uma

circunferéncia.
ComoA =B +#0,C =0e D? + E?>4AF, entdo vem:
Ax? + Ay*+0.xy+Dx+Ey+F=0 &

Ax?> + Ay*> + Dx + Ey + F = 0 (Dividindo os dois membros por A)

2y el oy
XYY AT
2 2, D E F
SxT+y tox+oy=-—— (completando quadrado),
vem.:
2+D+D2+ 2+E +E2_ F+D2+E2
XA ez T Ty a2 T T A aar T an2
( +D>2+< +E)2 D? + E% — 4AF
& e e =
X7 Y 442

Nesta primeira implicagdo usa-se a desigualdade D? + E?>4AF, para provar que na

equacao obtida, o valor do lado direito da igualdade € estritamente positivo e € o raio da

. n . D E
circunferéncia de centro  C = (_Z' — Z)'
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Logo a equagdo Ax? +By?+Cxy+Dx+Ey+F=0¢é uma equagido da

circunferéncia.
e Segunda implicagao:
Hipotese: Se uma circunferéncia € definida por uma equacéao
Ax? + By?+ Cxy + Dx + Ey+ F = 0.
Tese: A=B #0,C =0e D?> + E?>4AF.

Suponhamos inicialmente que o centro da circunferéncia seja 0 = (0,0), entdo os
pontos de coordenadas (—r,0) e (r,0) pertencem a circunferéncia, pois a equagao na

origem das coordenadas é:
x2 +y2 =72
se y? =0, entdo x = +r = (-r,0) e (r,0).
Substituindo sucessivamente essas igualdades na equagéao
Ax?> +By*+Cxy+Dx+Ey+F =0

temos:

1. A(-1)?=Dr+F=0
2. Ar>+Dr+F =0.

Igualando 1 e 2, temos:
Ar? —Dr+F =Ar>+Dr +F
—2rD =0
D=0
Se somarmos 1 e 2, temos:
20r2 +2F =0
2(4r2 +F) =0

F
A=_T'_2

Queremos provar que A # 0, logo temos que provar que F # 0.

Supomos, com vista a um absurdo que F = 0, a equagao
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Ax? +By*+ Cxy+Dx+Ey+F =0

Se reduz na forma

Ax? +By*+ Cxy+Dx+Ey =0

Logo o par (0,0) é solugao da equacgao da circunferéncia, o que é absurdo porque o

par (0,0) é o centro da circunferéncia, ou seja:

Ficaria:
02+ 0% =12

O que é absurdo, logo F # 0, dai segue-se A # 0, de modo analogo, levando em
consideragao que os pontos de coordenadas (0,—r,) e (0,7r), também estdo sobre a

circunferéncia, concluimos que:

Portanto A =B # 0, D = E = Z0 e a equagao
Ax?> + By + Cxy +Dx+ Ey+ F =0
se reduz a:
Ax? + Ay* + Cxy+F =0

Como o centro da circunferéncia € a origem 0 = (0,0), as coordenadas (x,y) de
todos os seus pontos cumprem a relagdo x? + y? = r?, logo a equagéo acima pode ser
escrita da seguinte forma:

Ax*+y3)+Cxy+F =0

Ar?+ Cxy+F =0

. , F+Ar?
Se C # 0 dai teriamos: xy = —(—CT) e o produto xy das coordenadas de um ponto
qualquer na circunferéncia seria constante, o que nao é verdade.

Queremos provar que C = 0.

Supomos com vista a um absurdo que C # 0, entdo viria:
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_ —(F +Ar?)
B C

Da igualdade anterior, consideremos dois pontos distintos da circunferéncia, por um

lado o ponto (r,0) e por outro um ponto de intersegdo com a bissetriz dos quadrantes

impares.
e Para o ponto (r,0), a constante seria:

—(F+Ar?) 0
- =

e Considerando o ponto de intersecdo da bissetriz y = x com a circunferéncia de

equagio x? + y? = r?, segue-se:

(1, 0)

0,

Figura 7: Intersecgdo da bissectriz dos quadrantes impares com a circunferéncia

Fonte: Elaboragao dos autores pelo Geogebra

{x2+y2=r2
y=x

Dai, vem:

Como y = x, segue-se:

rx/fr\/fl—rz—r\/i
<2'2>'<2 ’ 2)

Substituindo um dos pontos na igualdade
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_ —(F+Ar?)

Xy I

2 2 ,
Por exemplo, (%%) teriamos:

™2 V2 —(F+71?)
: = &

2 2 C
r?  —(F+71?)
2 C
Resultaria entao:
r? _o
5=

O que é absurdo porque r # 0, (exclui-se a possibilidade de uma circunferéncia

degenerada) logo C = 0. (c.q.d.)®
Entdo a equagao se reduz na forma Ax? + Ay? + F = 0.

Torna-se necessario generalizar a abordagem anterior para o caso em que o centro

da circunferéncia C € um ponto arbitrario P = (a, b) e raio r, ou seja, satisfaz a equagao

(x—a)’+ (y—Db)?* =r?

(0,0} | X

Figura 8: Circunferéncia transladada
Fonte: Prépria através do Geogebra

Consideremos a mudancga de coordenadas, vem:

{sz—a@{x=X+a
Y=y—-b y=Y+b

5 ¢.q.d significa como queriamos demonstrar.
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fica:

Que satisfazem a seguinte equacao:
X2 +y?2=r2
Entdo a equacao
Ax*+By?*+ Cxy+Dx+Ey+F=0
E equivalente a equagdo
AX+a)?>+BY+b)?*+CX+a)Y+b)+DY +a)+EXY +b)+F=0(1)

Para o ponto P = (X,Y) a circunferéncia fica centrada na origem e a sua forma geral

AX? +BY?+CXY + (D)X + (E)Y+F =0
Com a equacgao na origem, sabe-se que:
C=0 D=0, E =0,
Logo a equacgao se reduz na seguinte forma:
AX*+YH+F =0
E consequentemente,
=

A="Fe F = —A(@?)

2

Desenvolvendo (1), sabendo que A = B tornam-se validas as seguintes igualdades:

12F = Aa’? + Ab* + Da+Eb+F

F=F — Aa? — Bb?> —Da — Eb

228D"=2Aa+D=0=D =-24Aa

338" =2Ab+E =0=E =—-2Ab
Na sequéncia da mesma abordagem, queremos provar que D? + E? > 4AF.
Tendo em conta as igualdades anteriores, temos:

D? + E? = (—24a)* + (—24b)* &

& D? + E? = 44%(a® + b?)
E por sua vez,
4AF = 4A[F — A(a® + b®) — Da — Eb] &
4AF = 4A[-A(X? +Y?) — A(a? + b?) — (—24a)a — (—2Bb)b] &
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4AF = 4A[-A(X? 4+ Y?) — A(a? + b?) + 24a? + 24b%] &

4AF = 44%[—(X2 +Y?) — (a® + b?) + 2a* + 2b?* ]| &

4AF = 4A%[—(X? + Y3 — (@’ + b)) + 2(a®> + D) &

4AF = 4A%[-X? = Y2 — (@’ + b)) + 2(a®* + bD)] &
© D? + E? — 4AF = 4A%(a® + b?) — 4A4%[-X? —Y? — (a® + b?) + 2(a® + b?)]

© D? + E? — 4AF = 4A%(a® + b?) + 4A*(X? + Y?) + 44%(a? + b?) — 84%(a? + b?)
© D? + E? — 4AF = 4A%(X? + Y?) + 84%(a® + b?) — 84%(a® + b?)
© D2+ E?2 —4AF = 44%(X?>+Y?) >0
Como queriamos demonstrar.
O resultado obtido confirma a veracidade da segunda implicagado, logo a equagéao
polinomial do segundo grau em duas varidveis Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0.

E a equagéo geral de uma circunferéncia para A = B # 0,C = 0 e D? + E?>4AF.

7 CONSIDERAGOES FINAIS

Este artigo é resultado de uma pesquisa cujo objetivo € contribuir para o
melhoramento do ensino da Geometria Analitica com particular realce ao tema
circunferéncia, no curso e escola em causa, para tal seguiram-se as recomendacgdes feitas
pelo corpo de juri no ambito do diagndstico mencionado, as quais permitiram consultar
alguns livros que por sua vez ajudaram a obter a sustentabilidade teérico-pratica do referido
estudo. As demonstragdes feitas conducentes a obtengao das equagdes da circunferéncia
através de um encadeamento logico, previamente estabelecido ajudardo os alunos a
mitigarem as dificuldades relacionadas com a equacao reduzida e geral da circunferéncia;
a principal propriedade que justifica a razdo dela ser considerada como um lugar
geométrico, bem como a identificagao da circunferéncia a partir de condi¢cdes sobre os
coeficientes de uma equacéao polinomial do 2° grau em duas variaveis. O presente estudo
servira de material de consulta para os professores da cadeira de Geometria Analitica, do
curso de Matematica primeiro ano da Escola Superior Pedagdgica do Bié e ndo s6 para
sedimentarem o rigor cientifico nas aulas que abordam o tema circunferéncia, evitando,
deste modo, a exposicdo de formulas dadas de forma “pronta e acabada” e algumas

transigdes bruscas entre conteudos de graus de dificuldade distintos.
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