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UNIDAD DIDACTICA III:
DINAMICA: CINEMATICA Y CINETICA.

TEMA XV

CINEMATICA DE LA PARTICULA; MOVIMIENTOS FUNDAMENTALES

15.1.-

15.2.-

Introduccidén.- La Dinadmica moderna se divide en dos partes: I,
Cinemdtica, que estudia los movimientos sin referirse a las
causas de los mismos (solamente las trayectorias,
desplazamientos, velocidades y aceleraciones). 2) Cinética,
que estudia la relacién entre fuerzas que actitan en Io:

cuerpos y sus movimientos; es decir, permite predecir el
movimiento causado por unas fuerzas dadas o, a la inversa.
determinar las fuerzas necesarias para producir determinados
movimientos.

Tiempo, trayectoria y ecuaciones del movimiento; velocidad y
aceleracibén.- Decimos que un cuerpo se mueve cuando cambia de
posicion, lo cual significa implicita o explicitamente la
existencia de un sistema de referencia al cual referimos e:
movimiento (es decir, al cual referimos el cambio de
posicidn) . En principlio, consideraremos como sistema de
referencia un triedro trirectangulo Oxyz (fijo, mientras no se
indique lo contrario).

Sin entrar en disquisiciones de caracter filoséfico,
consideraremos el tiempo cinemadtico simplemente como un
parametro, del cual depende la posicidn de un punto movil,
A(x,y,z) respecto al sistema de referencia, tal parametro, t,
supondremos que es medible, que varia uniformemente de - © a +
w y gue puede ser puesto en correspondencia con los puntos de
una recta.

Trayectoria es la linea ideal que describe el punto respectc
al sistema de referencia,; dicho vulgarmente, es el camino, es
la "carretera” que sigue un vehiculo; como tal linea, es uné
ecuacién matematica, gque se puede definir:

19) como interseccién de dos superficies (en el espacio)

f1(x,¥,2)
f2(x,¥,2)

([}
(e}

22) en funcidén de un parametro, dando las coordenadas x,
v, 2 del punto en funcidén de ese parametro (gue habitualmente
es el tiempo, aunque puede ser gualquier otro genérico):

x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)
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Existe otro concepto importante, que se suele confundir con la
trayectoria, pero que no es tal trayectoria; es "la cantidad*
de camino recorrido, la posicién del punto a partir de uno de
referencia:

s = s(t)

que da, para cada valor de t, el camino recorrido, s, a partir
de un cierto origen. En la grafica aqui adjunta la linea no es
una trayectoria o camino, que no se conoce; la misma solamente
da que: ~12) en el origen de tiempos (tl = 0) el mévil esta a
la distancia s1 del origen; 22) que hasta el tiempo t2 se va
alejando de modo proporcional al tiempo y hasta la distancia
s2;  32) que llega a un alejamiento maximo y vuelve a acercarse
al origen hasta t3, s3, retornando a dicho origen al cabo del
tiempo t4; insistimos, sin estar definida la trayectoria (que
puede ser rectilinea o curvilinea).

Cconsiderando una particula moviéndose a lo largo de una
trayectoria arbitraria desde A hasta B, figura abajo, adjunta,
si T es el vector de posicién en el tiempo t y © +AF el
vector de posicién en el tiempo t + At, definimos 1los

siguientes conceptos:

2

x
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1) desplazamiento en el tiempo At . . . . . . . . . . AT
(en el limite, cuando t —>»0, Ar =As; _ -
As ds

lim — = —=— = 1
Ar dr

. . — AT

2) velocidad media. . . . . « « « « + + o o« . . Vm = —

At

. AT ar .

3) velocidad instant&nea. . . . . . v = lim = =r
M=o At dt

(vector tange. a la curva, recuérdese teoria vectorial)

AV
4) aceleracién media. . . « .« « « « « « « . . . am-=
: A4t
- AV dv - =
5) aceleracidn instanténea. . . a = lim = v =r
Moo At dt

Dicho de diferentes modos: el desplazamiento es el cambio en
los vectores de goszc1on (sin importar el intervalo de tiempo
durante el cua tiene lugar ese cambio); la velocidad es la
rapidez de variacién del cambio de un vector desplazamiento; y
la aceleracidn es la rapidez de variacién del cambio de un
vector velocidad; 1los tres son cantidades vectoriales. Es
importante recordar que el cambio de una cantidad vectorial
puede ocurrir solamente por un cambio de magnitud, solamente
por un cambio en la direccién o por ambas a la vez:

¥ AF Je»

. v

VAT

Desplazamiento, velocidad y aceleracidén anqulares.- Con objete
de poder definir conceptos que se van a necesitar a lo largo
de la exposicién siguiente, y aun alterando un tanto el orden
que pudiera parecer légico, wvamos a definir los conceptos
subrayados en el encabezamiento de esta secciébn. Consideremos
un segmento AB con el punto A fijo, que se mueve en un plano,
de tal modo que en el intervalo “de tiempo At el extremo B se

haya desplazado al B!, describiendo un angulo 4 8; podemos
considerar AB y AB!' como vectores de posicibébn referidos a A
cuando la particula B se mueve hasta B'. La cantidad 6 se

considera como un vector en A, con direccién perpendicular al
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lano formado por AB y AB' y sentido el avance del sacacorchos

—
girando de B a B', de; con esta premisa, se definen la
velocidad y aceleracidn angulares de forma similar a las

anteriores:
. . — Ae
1) velocidad angular media. . . « « « « « « .+ - wm =
At
-» —
- de de -
2) veloc. angular instantnea. . . w = lim = =8
st At dt
— 4w
3) aceleracidén angular media. . . . . . . . . . am =
At
—l> —
. Aw dw -
4) acel. angular instantanea. . a = lim = =w =8
st—o At dt

El vector velocidad angular tiene la misma direccidn y sentido
que el vector desplazamiento angular, mientras que el vector
aceleracién angular también tiene la misma direccidn, pero
sentido en funcién de las circunstancias (coincidente ©
contrario) .

154-Ccinematica de una particula en diversos sistemas cocrdenados.-
Una vez definidos todos Ios conceptos fundamentales de
trayectoria, velocidad y aceleracién (ldégicamente, y segun lo
definido en la seccidén anterior, en la particula no tiene
sentido hablar de velocidad y aceleracién angulares) se
estudiard a continuacién el movimiento en los diversos
sistemas coordenados. Si bien admitimos que el movimiento es
independiente del sistema elegido, la eleccién adecuada del
mismo facilita a menudo la solucién de los problemas; es mas,
problemas hay con facil solucién en un determinado sistema y
dificil en otros.

1.- Coordenadas cartesianas rectangulares.- Refiriéndonos
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a un sistema clasico cartesiano trirrectangulo, y considerando
el vector de 5051c1éq, £, en el cual sus variables x, y, z
seran, en general, funcidén del tiempo, tendremos:

T=x1+yj+zk = X(t)

- - . =v . —> L d

v=r=xi+yj+ 2k en donde: Yy = y(t) [1]
- e o —> «“w - sy >

d=v=r=x-1+yJ+ 2k z = z(t)

estas ecuaciones son (Jenerales g se aplican a cualquier
movimiento de una particula. No obstante, una aclaracién: x,
;, z, son las componentes cartesianas del vector de posicién,
, Yy tenemos el concepto claro de lo que significan; del mismo
modo, ’ ¥, 2, son las componentes cartesianas de la
velocidad, la cual sabemos que es tangente a la trayectoria en
cualquier punto de la misma; tal velocidad tangente representa
fisicamente la trayectoria que llevaria la particula si alguna
otra, causa no le obligara a cambiar de direccidén. En cambio,
¥, Y, 2z, que también son las componentes cartesianas de la
aceleraciébn, no dan clara 1idea de la actuaciébn de la
aceleracién, no indican en modo alguno "las variaciones
fisicas de la velocidad”; de agqui que m&s adelante, enseguida,
recurramos a otras componentes de tal aceleracibdn para
expresar m&s claramente el fendmeno fisico; es decir, que
daremos “otra forma de descomposicidn de la misma
aceleracidén”, m&s en consonancia con el fendmeno fisico. ‘

Volviendo a_las ecuaciones il], para el caso concreto de
movimiento plano, y en un sistema coordenado Oxy, gquedan:

— hnd -

r=xni+y.j

— ’.' . v « x=x{t)
v=rs=x1i+y-j en donde: [2]
- rg ;: - - e —F =Y(t)
a=v=r=x'1+y+j

Finalmente, si el movimiento es rectilineo, todas las
direcciones vectoriales coinciden, lb&gicamente, con el propio
eje x, y se suele omitir el caracter vectorial por conocido;
pero el alumno no debe olvidar el mencionado caréacter
vectorial; es decir:

—- rd .

r =x-i ; o simplemente r = x

- - . > B . .

v=pr=x-1,; o simplemente v =r = Xx x = x(t)

. d _: ‘c-t’ -o‘r N -~ e L)
a=v=r=x1,; o simplemente a = v =r = [3]

Es interesante, a menudo, en este ltimo caso de movimientos
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rectilineos, usar de la relacién:

dv dv dx dav
a: = . = .V 7
dt dx dt dx
es decir: v.dv = a-dx [4]

Siempre que la aceleracibn sea funcidn de x, a = f(x), de [4]
podremos escribir v:dv = f(x)+dx, y sera posible la
integracién para resolver problemas concretos.

A menudo, en los problemas rectilineos, es conveniente e
ilustrativo dibujar gra&ficamente ciertas curvas, tales como X
= x(t), v =v(t), a=a(t), a= a(x), iue permiten mejor
estudiar el problema, y a veces hasta resolverlo, aplicando el
calculo diferencial o integral o simples cuestiones
gecmétricas. Téngase presente que la velocidad es la derivada
del espacio; o sea, la tangente a la curva x = x(t), y se
puede representar tal velocidad conociendo la curva de
espacios en funcién del tiempo, o bien conocer al menos su
forma; y a la inversa, de la curva de velocidades se puede
conocer ~la de espacios. Y lo mismo decimos entre las
relaciones velocidad - aceleracién; véanse detenidamente los
graficos de 1la pagina siguiente y sus relaciones: a cada
intervalo de tangentes positivas y decrecientes en una curva
le corresponden valores positivos y decrecientes en la
inmediata inferior; a cada intervalo de tangentes positivas y
crecientes, anélogamente, le corresponden valores positivos y
crecientes; los puntos de tangente nula corresponden con
valores nulos en las curvas inferiores; a cada punto de
inflexién en la primera, a), (segunda derivada nula) le
corresponden méximos o minimos de la velocidad y, r tanto,
valores nulos de la aceleracién. Finalmente, de as A&reas
rayadas y de las férmulas al margen escritas se deduce que de
cada una de ellas se pueden obtener los valores superiores
mediante integracién (o bien, mediante el calculo de las
areas, si son figuras geométricas conocidas); y lo mismo se
deduce de la cuarta gréfica, d), a = a(x), aceleracidn en
funcién del espacio:

v?2 2
fv-dv = = fa(x) +dx = &rea rayada

1 i
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2.~ Coordenadas normal binormal tangencial.-
Consideremos una particula que se mueve a Io lIargo de una

trayectoria, curva en pincipio no plana; supongamos que en un

Z

cierto instante, t, la particula esté& en A. Consideremos el
triedro trirrecténgulo formado en A por la tangente a la
curva, la normal a la misma_y la bipormal y sus vectores
unitarios correspondientes et, én y €b; el plano determinado
por & y en se denomina plano osculador (no dibujado _gn la
figura superior) y el plano determinado por et 'y EZL se
denomina plano tangente (que es el dibujado); el vector et se
considera positivo en el sentido del movimiento, mientras que
el en esta a lo largo del radio de curvatura y es positivo
hacia el centro de curvatura.

Las fuerzas existentes a lo largo de estos tres vectores
juegan un papel primordial en el movimiento, como se vera en
Cinética; sin__ entrar en mas profundidades geométricas,
admitamos que et marca la direccién de avance, en fija el
cambio de direccibén, obliga a seguir una determinada curvatura
plana, y e realiza el alabeo de la trayectoria. Nosotros no
consideraremos tal binormal y estudiaremos solamente el
movimiento curve plano. Ccmenzaremos por evaluar el radio de
curvatura.

3.- Curvatura de una curva plana (primera férmula).- Consi-
deremos —de nuevo una particula moviéndose a lo largo de una
curva plana; en un intervalo pequefio recorre un camino ds de
la trayectoria y el &ngulo girado, de, es el mismo que el
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formado por las tangentes, como se ve en la figura adjunta; P

ijz%
:;é\\
es el radio de curvatura y C el centro (el arco girado se
asocia a una circunferencia en el limite y el centro esta en

la interseccién de las dos normales a la curva). Se define la
curvatura, inversa del radio, por la expresidn:

1 ' de
ds =_P-de ;7 _—= = curvatura
P ds
Sea f(x,y) = 0 la ecuacién de la trayectoria; tenemos, en

funcién del paré&metro t:
x = x(t) ’ Yy = y(t) / 8 = 8(t) ; s = s(t)

El arco infinitesimal, considerado como tri&ngulo rectéangulo
con dx y dy, cumple:

2 2 2
ds dx dy
ds? = dx? + dy? ; = + ;
dt dt at
§2 = i’i‘-}- }‘/2
dy dy/dt Y
tg 6 = = = — ; ahora derivando respecto a t:
dx dx/dt x
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(=] x‘o’y‘ - '-.x. . . }‘[2 ;(2 + y? R
= — = 8(1 + tg?8) = 8|1 + — = ~ Y]
cos28 x? X2 X2
e s L] . . {
. x'y - g% de de ds s (x2 + y2)”
e = = = . = =
x? + y? dt ds dt P P
N |

quedando, finalmente, y puesto que la curvatura se considera
en valor absoluto:

{517

(£2 + y2)%

Para el caso particular y = f(x), considerando la ecuacidén con
parametro t = x,

Yy = (x) ’ b4

1 d?y/dx?

[l . (dy/dx)’]%g [6]

4.- Ecuaciones ara la velocidad aceleracidén en
componentes tangencial vy normal.- Simplemente, de las figuras
de Ia pagina siguiente, puede irse deduciendo sucesivamente;
considerando dos posiciones infinitamente prbéximas, Al y A2,
con variaciones_correspondientes del radio de curvatura y la
velocidad de pap+ApPpy Vv av +AV (que puede ser en mddulo
y posicién o solamente en mbédulo, como ya se dijo):
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Ac (cm}ro de cunuﬁ-;-g)

12) velocidad:

— —~
- dr dar ds
v = =
dt ds dt — —
- v = v-et {7}
ds dr
v = } = &t
dt ds

Indudablemente, el mddulo de la velocidad vale:

2 F
dx dy

v = + ; siendo x = x(t), y = y(t)
dt dt

29) aceleracibén: (Téngase presente en el célculo siguiente
que se descompone, segun la figura de la derecha, en dos
sumandos, que al tender el angulo a cero, uno, ﬂ’_x?_t, tiene la
direccién tangente a la curva en Al; y el otro, /Avn, tiende 2
la normal a la tangente en Al, al ~considerar un triangulo
isbsceles de &ngulo agudo nulo):

— av AV Avt.et + Avn-gﬁ vV
a = = 1im = lim = 1im et +
dt At—v At &b w0 At Al=s At

Avn _, dv v-Ae _, dv —
+ 1im ren = et + 1im ——-en = et +

Moo At at Ao At at
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v Ar av \4 Ar .
+ lim . en = et + «1im ren =
Mo At P dt P Al »u At
dv  — v ds __ av v o, L
= et + — ren = et + ‘en = a [8]
dt p dt dt P

El1 primer sumando representa la aceleracidn tangencial,
conceptualmente el incremento de velocidad tangencial; el
segqundo es la aceleracién normal, en la direccién del radio de
curvatura, y es, como se dijo, el exponente fisico del cambio
de direccién. Indudablemente, puesto gque la aceleracidén se
puede descomponer segtn los ejes coordenados o segtn el valor
tangencial y normal, su Gnico médulo se puede calcular:

2 2
dix dzy
a= - + = \V/ at?2 + an?

dtz dt?

Nétese, por otra parte, que tenemos:
—
— d?r ds . d?s . e
a = ; v = ; v = =S ; a % s
dt? dt dtz

§ no es el mbédulo de la aceleracién, sino la "variacidén de la
magnitud velocidad” (no ia variacién del vector velocidad);

representa, por tanto, digamoslo de nuevo, el mbddulo de la
aceleracién tangencial.

Un caso concreto y particular se presenta en el movimiento
circular, con radio constante;
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s = s(t) ) . - -
s =r® ; s =7r0=rw ; v=rw-et
8 = o(t) . - " -
=r«9 = r-a¢q ; a=r-a-et - r-w2-.en
5.—- Segunda y tercera férmulas de la curvatura de unz
curva plana.- Para la segunda partimos de dr/ds = @&t y nos
basamos en la figura adjunta:
dir det det de 1 det
—p — = . = . =
¢ ds? ds de ds p de
/_._\
J‘Q Cal i
t
’ i, 1 dir ‘
i = — .en . - 3
Ciet = eb' A= A2 P ! P ds? ‘

Para la tercera rférmula partimos de:

— —» — -— —
a = an + at = an-en + at-et

Multiplicando ambos_ miembros vectorialmente por v, y teniendg

en cuenta que V y at son de direccidén coincidente y que V y ar.
son perpendiculares entre si:

— — — —— . —
vAa="VA (an+at}=-\7/\ an
- — — . V3
|v A al] = |vA an| = v-an'sen 902 = v-an =
P
1 | VA a |
= [10]
P v?
6.~ Coordenadas cillindricas y polares.- En alguno:

problemas, por sus proplas peculiaridades Yy por su:
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determinadas caracteristicas geométricas, es conveniente usar
coordenadas cilindricas (o en el caso de ‘problemas planos,
coordenadas polares). En coordenadas c¢ilindricas un_ punto se
localiza (ver figura) en funcién de tres valores: el radio r,

z

E;fté;

b3 Grbe

ped =B d= dp | pE AT
Vil < gl d¥ =di Ko, = dp (€

al que corresponde un vector unitario, ér; el &ngulo a partir
de un origen y medido en sentido antihorario, ©, al_ que
corresponde un vector unitario perpendicualr al radio, eB; vy,
finalmente, su cota o altura al plano de referencia, z, con el

vector unitario, &z; es decir, P(r,8,z). Y aqui nos
encontramos con un hecho _nuevo, =y es que, ‘mientras en un
sistema cartesiano fijo, 1, 37, son asi mismo fijos (no lo

seran cuando dicho sistema se desplace yégire) al desplazarse
el punto P varian con &l los vectores y €8, si bien &% se
conserva siempre fijo (en direccién y sentido). Estudiemos,
por tanto, los cambios de @r y €6. Se sigue suponiendo que r =
r(t), © = e(t), y z = z(t); entonces, de la misma figura
anterior, de los detalles a la derecha, deducimos:

- — -p - - . N ..
der = er-do-e® = de-ed ; dey/de = eé (véase la direccidn
y sentido que toma &ér cuando © ---> 0)
. der der de -
er = = . = 8-e0

dt de dt



DINAMICA: CINEMATICA Y CINETICA 109

— — ——lr . — .o
de® = eB:dO: (-er) = d6- (-er) ] de8/de = -er (véase la

direccién y sentido que toma e® cuando & —> 0)

. de® deé de .
dt de  dt

Ahora la deduccién de la velocidad v de la aceleracidédn serén
meras aplicaciones de lo anterior, derivando sucesivamente:

OP = | rl = r-ér + z-ez | [11]

— - . = :. .t - —
v =rl1l = r+er + reer + z2+-rez = r-er + r:-

—

e® + z-ez =V | [12]

[+ X}

En esta segunda férmula el primer sumando expresa la velocidad
radial, el segundo la tangencial en el plano de referencia y
el tercerc a velocidad de elevacibn. Légicamente, en un
movimiento tal e el radio sea constante (sobre la superficie
lateral de un cilindro de radio fijo, por ejemplo) no existe r.

— — >
- L *v - - -

- -
as=ve=rl

. L] L] - ae - re
rer + reer + r*9+e@ + r-6+e8 + r+-6+e6 + z-ez =

e —o ¢ v - a 9 - *p = . B S
= r«er + r-6+e8 + r+0+e8 + r-8-€6 - r+62.er+ z+ez =

= | (¥ - r.bd2).er + (2.6 + r-8)-e6 + z-ez | [13]

De forma semejante, en esta Gltima férmula el primer
paréntesis implica las aceleraciones radial y normal, no
existiendo la primera si el radio es constante. El segundo
paréntesis abarca un primer sumando, que justificaremos mas
adelante, aceleracidn de Coriolis, y que no existe si no se
dan "simultaneamente” £ y 6; y un segundo sumando, aceleracidn
tangencial. Finalmente, el Glitmo valor es la aceleracidén de
elevacidn.

En el plano, como se dijo, resultan las coordenadas polares,
con las expresiones:
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a—pn —
rl = re-er [11']

— . - - —
Vv =r«er + r-6-e8 [12']

o oY) * ——t - e (X} —
‘ as=(r -r+6?)-er + (2+r+9 + r-8)-ed [13°]

Para el caso particular de movimiento circular, r = constante,
resultan las férmulas ya conocidas:

i

rl = r-ér [1101]
— . " —

v =r-6-e6 = r-w-e® (vel. tangencial) [12'']
- M 8 — i

a = - r«@2.er + r-9+e8 = - r-w?.er + r-a-eé [(13'’'}

(aceleraciones normal y tangencial)

Para el paso de coordenadas cartesianas a cilindricas o
viceversa se han de tener en cuenta las relaciones matematicas:

— - -— —
rl = x-1 + y+j + zk
= 7 > ———
= x+1 + y-J ; r = x2 + y2 ; z =2z tge = v/x
7.- Coordenadas esféricas.- Representa el sistema mnmas

empleado en astronomia y movimientos de tipo espacial. en la
figura agui abajo se ilustran las coordenadas y vectores unita-

Coordenadas esféricas
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rios, asi como los sentidos de avance de 8 y ¢; entonces,
P(r,e,¢); ér tiene la direccién de r, ed es perpendicular al
plano meridiano por P y e¢ es tangente en P a dicho plano
meridiano. Aqui los tres vectores unitarios son variables al
desplazarse P y el problema de sus derivaciones, basado en los
mismos principios del caso de coordenadas cilindricas, es mas
laborioso y lo iremos desglosando en partes.

Consideremos primeramente un incremento de ¢,

o que hace variar
€r y &p, pero no é8:

2 WA @
e -
e
$ b
& . (9
o 3 &
C A L
® iad &
dét = er-dp-ep = do-ad ; dér/de = ep [véase detalle (a))

It

dep = e¢-de- (-ér) = - d¢-&r ; dep/de

[l

- ér [véase detalle (b)]

En segundo lugar, consideremos un incremento de @, que hace
variar los tres vectores unitarios:

3}

e ||, 88 = smp T
Y

3 b= swp AP

—

der = (er-seng)-de-e0 = seng-de-ee8 ; dér/de = sen¢-e®

[véase detalle (c)]
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(e¢-cos¢)-d6-é§ =

cos¢-d6-§§ 7 ' d§$/d9 = cos¢-ed

[véase detalle ¢d)]

(e@-de8-seng) + (-er) + (e8:d0:cos@) - (-ep) =

—t — — - —
= - sen¢g-de-er - cos¢+-do-ep ; de®/d8 = - seng-er - Cos¢-ep

' 4
l&e¢t \?P!Mﬁ. AP sued AP

[véanse detalle (f) y (g)]

- e
A%: %P'Ab-e-e«
Derivando ahora, del mismo modo que se hizo en coordenadas
cilincricas:
— —_ — er = £(e,e)
g der der de der do . - . -
er = + . = O-+sen¢-e8 + ¢rep
dt de dt de¢ dt
- €p = £(8,9)
- deg dep de dep  de ) -
ep = + . = Q:£00S¢+*e® - ¢-er
dat ds dt do dt
- o e6 = £(9)
hng de8 dee de N —- . —_-
eg = = - Qe«sen¢er - 8-cos¢p-ep
dt de dt
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Y llevando a las ecuaciones del espacio, velocidad y
aceleracidn:

- e

rl = reer [14]
—r -. . - -n‘ > — [4 — . — —

v =rl = reer + r-er = reer + re¢rep + r-o+seng-e® = v [15]

Como en coordenadas cilindricas, también agqui el valor de la
velocidad es claro: el primer sumando es la velocidad radial,
el segundo es la velocidad tangencial en el plano del
meridiano y el tercero es la velocidad tangencial en el plano
paralelo por P, de radio real r:sen¢.

» o on = L4 .

bnd . 4 - e -y . -
a=Vv =rl=reer + r-er + regpep + r-¢*ep + r-¢-ep +
—lp
. - © -l »

. . g - .
+ r+9-sen¢-ed® + r-d+seng+ed + r-8-¢9-cosp-e8 + r-d-sengd-ed =

D S. 2

6F + L'+ (6-5en¢-e0 + ¢+6p) + r+¢-6p + I ¢-6p +

. - * > = — . —
‘¢ (0-cos¢pre8 - ¢per) + r+0+sengre® + r-é-seng-ed +

-t ] e - M —
rPprCOSPp+€ed + r-8+seng- (- 9-sen¢-é} - B+-cos¢grep) =

+ o+

r
r-

-y . - -
= (r - r+¢? - r-82.sen?e¢)-r-er +

+ (2:F+¢ + r+¢ — r-8?.-seng-cosg)-ep + [16]

+ (2-r+8-seng + r+8

—tn
a

.Sen¢ + 2-r-0-¢-cosp) 68 =

Intentemos también justificar los resultados: en el primer
paréntesis se incluyen una aceleracidén radial, una normal en
el plano del meridiano y otra tercera, que se explica asi:

la velocidad del plano paralelec, uGltima de [15], dara una
normal en el propio plano paralelo:

.
v2 r2.92 -Sen2¢ -
= = r-e2-sen¢g
r reseng

que sé& proyectarsé como normal en el vector é;, :-éz-senf ’
tercer sumando comentado; y otro normal en el vector e,
r-82.sen¢p+.cos¢p, Gltimo del segundo paréntesis de [16].
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El resto del, gegundo paréntesis lo forman: una aceleracién de
Coriolis, 2+.r-¢, que también Justlflcaremos mas adelante; y
otra aceleracién tangencial del meridiano.

Del tercer paréntesis solo es facilmente asimilable el segundo
término, aceleracidén tangencial en el radio re.seng; los otros
dos son mas dificiles de comprender, si bien resultan ser dos
nuevas aceleraciones de Coriolls debidamente proyectadas; el
primero es el resultado de una velocidad, r, y una velocidad
angular, 6, que forman entre si un angulo ¢; la segunda es el
resultado de una velocidad, r-¢, y una velocidad angular, 8,
gue forman entre si un angulo (902 - ¢).

Movimiento relativo de dos particulas (sistema mévil en
traslacion) .- Hasta aqul hemos considerado un solo sistema de
reéferencia para describir el movimiento de una particula,
sistema que, ademds, se ha supuesto [fijo ("unido" a la
tierra). En ocasiones es conveniente utilizar simultaneamente
varios sistemas de referencia; supondremos uno de ellos

nynido® a la tierra, considerado como "sistema de referencia
fijo", mientras que los demas seran "sistemas de referencila

méviles”. Considérense dos particulas 0 y P moviéndose en el
' ¢ - —
r=ro+p
r = ro + pr
—~ — —
r =ro + pr

x/ o' e %

espacio y un sistema fijo, 0'x'y’'z', y otro moévil, 0xyz, unido
a 0 y con ejes constantemente paralelos a los fijos, es decir,
con movimiento de traslacién respecto a tales ejes fijos. El
valor p define la posicién de P respecto de 0 (es el vector de
posicién de P respecto de un observador supuesto colocado en
0) . Podemos escribir vectorialmente, y derivar dos veces luego:

— —_—

r=ro+p ; r=rb+}_o'r ; r = ro + pr [17)

El significado de tales expresiones [17] es e] sigyjlente:
supuesto dos autombdviles en movimiento, p, pr y pr son
respectivamente la distancia, velocidad y.acelergcién con gue
el conductor de 0 ve al conductor de P; pr y pr se suelen
denominar, por eso, velocidad y aceleracion de P respecto a 0/
a menudo se escribe también:
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et

‘-'I. . e —
pr = vp/o ; pr = apj/o

-p
e, indudablemente, £, © y P son las posicién, velocidad y
aceleracigp absglutas de P respecto del sistema fijo, lo mismo
que o, Iro to lo son del punto 0. Los movimientos de P y 0
son "movimientos absolutos® respecto del sistema fijo (los que
veria un observador en 0'), mientras que también se habla del
"movimiento relativo" de P respecto de 0 como de "las
sensaciones" gue la posicién de P experimenta vistas desde 0
al considerar la posicién, velocidad y aceleracién de P.
- <z = w5t

Por supuesto que pr =r =ro, pr =1r - ro, es decir, que la
velocidad y aceleracién relarivas son la diferencia vectorial,
en cada caso, de las absclutas del punto P y del punto 0.

Movimiento relativo de dos particulas (sistema mévil en
rotacidn) - E1 problema.qué nos ocupa ora a menudo sé& presta
a confucién en los estudiantes, al compararlo con el

precedente, siendo, sin embargc, muy diferente. Alll se
trataba de movimientos relativos entre dos particulas; es

2 P
r=1o+p
/% > dF =~ ap
r=—=ro +
dt dt
+ dr ~ d:p
y! r= ——=ro0 +
dt dt?

decir, como entonces escribimos, se trataba de estudiar *la
senseciébn” de cbémo 0 verla a P. i supondremos un solo
observador en 0', que ve el movimiento de P; si tal movimiento
es, f&cil de evaluar, es decir, si sus espacio (T), velocidad
(%) y aceleracién (¥) se pueden calcuar directamente, huelga
cuanto se va a afiadir.

Pero imaginemos que no se conoce directamente tal movimiento;
o bien "que, por alguna razdén, Iinteresa descomponerlo; Y
supongamos gque lo descomponemos por intermedio de un sistema
mévil en 0; en 0 podemos imaginar un observador provisional,
que ve moverse a P y envia informacién de tal movimiento a 0'.
Es decir, que 0', gque no analiza directamente el movimiento de
P, lo hace sumando el movimiento e observa de 0 con la
informacién que recibe desde 0 del movimiento relativo de P
respecto a 0.

Pero, adem&s, con otra consideracién: que el sistema 0xyz ya
no se traslada paralelamente, sino que gira con una velocidad
angular w, adem&s de estar desplazé&ndose con una velocidad r'o
respecto de 0'; en estas condiciones los vectores unitarios
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~p —
del sistema moévil, i, j, k, ya son variables. (no en magnitud,
légicamente, pero si “en direccién), admitiendo derivadas
(variaciones respecto del tiempo); por tanto,, y con estas
premisas, el c&lculo ser& diferente:

- - n vy -
r=ro+p ; p=x1+y3j+zk

ol
-:. dp P ¢ T * "
p=——=x1+y'j+z2k+
dt — y
A
ai aj dK
+ X + y- + Z-
dat dt dt

Los tres primeros sumgndos representan la velocidad relativa
de P respecto de 0, pr. Respecto a los otros tres: en_ la
rotacién w alrededor del sistema Oxyz, el vector unitario 1 va
a una nueva posicién (girando, alrededor del eje de rotacién)
tomando el nuevo valor + A1, de _tal modo que daf/dt
representa la velocidad del extremo de I en la rotacién w,
velocidad que, como se ver& en su pomenpto, al estudiar las
rotaciones, se  calcula 7ezz:edi‘\mt:e wAl; de forma semejante,
dj/dt = WA T, di/dt = WaK:

p=pr+ X (WAL) + yo(wWAT) + z-(WAK) = pr + WAXL + WAy T+

- - - —_ P - - M — -
+ WAZk =pr + wA(x-i + yj +2°k) =pr +whAp

— — ——
.

por tanto: F=ro+pr+wAp (18]

En la expresién [18] ro representa la velocidad de movimiento
absoluto de 0 respecto de 0' (aclaracién: el movimiento de 0
respecto de 0' puede ser cualquigra, general completamente,
incluso otra rotacién a su vez); pr representa la velocidad
relativa de P respecto a @, e también pudiera ser otra
rotacidén, distinta de w)}; y WA é’qga velocidad de rotacién de P
en el giro del sistema mévil.

Volviendo a derivar:

w n d « ™ -« . - d — -
r=ro+ c(%ed o+ yeJ o+ 2eK) + S (WAP) =

dat
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fod Frg - = e —» PR - d}.. . dj’ . d}_{.
r=ro+ xi+yj+ 2k +x + ¥y + Z +
——— dat dt dt

oo

T - — e T SJ':T . > P ¢ - .« -
+wWAp+WAp=ro+pr + x-(whAli) + y-(wAj) + z(whA k) +

+WAP+WA(Pr + WAP) ot gt WAPr +wAR + WAPE +

+WAWAP =

r=ro +pr+2wApr+wAp +wAWApP [18]
T
En_la_gxpresién [19] ro es la aceleracibn absoluta de 0;

2'WwA pr es la llamada, aceleracién de Coriolis, gue enseguida
vamos a justificar; wa p = @A P es la aceleracibn tangencial
de P debida el giro del sistema mévil; y, finalmente, WA WA P
es la aceleracibébn normal del mismo giro.

Siempre que coexistan una aceleracién angular, W, y una
velocidad 1lineal, pr, formando entre si un determinado &ngulo,
vamos a razonar (al menos de forma intuitiva, conceptual) que
surge_yna nueva aceleracidn, denominada de Coriolis, que vale
2‘wA pr, y la cual no estamos habituados a comprender, pero
que €s tan real y cierta como la tangencial o la normal:

Sea una varilla (ver figura) que gira alrededor de 0 y sobre la
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la cual hay un pasador A, que se desliza con una velocidad U
(que se supone constante, para m&s claridad del fendmeno).
conocemos as clasicas aceleraciones normal, rew?, Yy
tangencial (si existe aceleracién tangencial, «) a-r,
dibujadas ambas en trazo discontinuo; para a = 0 no existe la
tangencial, pero siempre existe la normal ante una w Yy I
determinados (figura a).

En la figura b se han considerado dos instantes infinitamente
préximos, ~girados un &ngulo 46 ( = we At) y con posiciones r

r +Ar; y sus respectivas velocidades relativas, u Yy
tangenciales, variables en funcibén del radio.

En la figura, c¢ se chan dibujado los increpentos de ambas
velocidades, Au y AVE; reparar en que cada u y su tangencial
correspondiente son perpendiculares entre si; con lo cual, al
descomponer Avt en 1la figura resultan dos vectores, uno
tangencial y otro normal; y en el limite, si 46 —» 0, Auy (
dvt)t tienen la misma direccién. Tenemos:

Avt W) rAO e .
1im (_V_.gf— = 1im ﬂ_)._A_-.n = 11im (r.w) . A n =
Ab—+o At Akso At Ab=vo At

—p
= (r-w)- ‘n = rewi-n

Se qbtJ:.ene asi, la aceleracién normal; sumando las otras dos
variaciones:

A ( Avt)t u-de weir |-
lim + = 1im + t =
Lo | At At Abo At At
= |u- + Wi——|+t = (uw + weu)t = 2+ weu-t
dt dt
Y, en general, A se puede demostrar que ac =_2wA/ ,ér.

Evidentemente, si U = 0, r = constante Yy solo habra an y &t (y
esta Gltima, como se dijo, si a %= 0).



