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J.ADAVILA BAZ - J. PAJON PERMUY CALCULO VECTORIAL

UNIDAD DIDACTICA I:
CALCULO VECTORIAL.

TEMA 1T

ALGEBRA VECTORIAL; FUNDAMENTOS

2.1.- Definicion, notacion y clasificacion de los vectores.

Un vector (en Geometria) es un ente geométrico definido por un segmento orientado
de recta, que se utiliza para la representacion de magnitudes llamadas magnitudes
vectoriales. Otra definicion (mis Mecénica) es la de una cantidad que tiene magnitud,
direccion y sentido. Otra (Matemética); elemento de un espacio vectorial (ver 2.3). En
Mecanica, una magnitud es vectorial cuando en su determinacion necesitamos,
ademas de su medida (m6dulo), una direccion y un sentido.

Por tanto, los vectores se representan grificamente por segmentos acabados en una
punta de flecha. Queda determinado su médulo por la longitud del segmento; su direccidon
por la recta a que pertenece; y su sentido por la punta de la flecha. Al origen del vector se
le llama punto de aplicacion.

Para la escritura de vectores se utiliza la notaciéon adoptada por la Unién Internacional
de Fisica Pura y Aplicada (U.LLF.P.A.), representando estas magnitudes vectoriales por letras
negritas, por ejemplo; V (en negrita); y la representacion de su modulo por la
correspondiente letra cursiva V o bien la notacion | V|. Cuando definamos el vector por su
origén (O) y extremo (O”) convendremos en representarlo asi: QO™ o también mediante la
diferencia simbdlica O“- O . Sin embargo, en las figuras optamos por representarlos como
normalmente se hace en un manuscrito o en la pizarra del aula, es decir, con la flecha
indicativa de vector sobre la letra que representa a la magnitud vectorial correspondiente.

Los vectores en general pueden ser:

Libres.- Sin localizacion especifica en el espacio. Un vector libre puede trasladar su origen a cualquier
punto del espacio, siempre que conserve su modulo y sentido y mantenga paralela su direccion.
Ej. momento de un par.

Deslizantes.- Sin localizacion especifica a lo largo de una recta dada. Un vector deslizante solo puede trasladar
su origen a lo largo de su recta de aplicacion. Ej. la fuerza aplicada a un sélido.

29
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Fijos.- Un vector fijo es el de origen fijo. Ej. la intensidad del campo gravitatorio en un punto dado.
Comparativamente pueden ser:

Vectores equipolentes.-  Son los que tienen igual médulo, la misma direccién o direcciones paralelas y el
mismo sentido. La equipolencia es una relacion de equivalencia, que establece una
particién del conjunto de los vectores en clases de equivalencia.

Vectores iguales.- Son los que tienen la misma magnitud, direccion y sentido.

Vectores equivalentes.- Son los que producen el mismo efecto.
Atendiendo a lo que representan pueden ser:

Vectores polares.- Son los que representan magnitudes fisicas relacionadas con una traslacién, como la
velocidad lineal por ejemplo.

Vectores axiales.-  Son los que representa magnitudes fisicas ligadas a una rotacién, como el vector velocidad

angular.

Fijado un sistema de referencia, se denominan componentes de un vector V los valores
de las proyecciones del vector sobre los ejes del sistema de referencia, por ejemplo;
Vx,Vy,Vz.
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2.2.- Espacio vectorial.

Recordemos algunas nociones estudiadas en algebra.

Se llama n-tuple de nimeros reales al conjunto ordenado de nimeros reales.
X = (X[, Xgpees X))

El conjunto de todas las n-tuples se representa por R" y sus elementos reciben el nombre de vectores
y también puntos. Dentro de este conjunto se define una ley de composicién interna.
VX’ ye R" X+ y= (Xl’ Xpseees xn) + (yl’ Yaseees Yn) = (xl + Yi X + Yoos o5 Xy + Yn)

y una ley de composicion externa sobre el cuerpo 3 de los nimeros reales.
vx € R, VAR Ax=A - (X, Xppeo, X)) = (A Xy, A Xgpeoy A0 X,)

El conjunto %" dotado de estas dos operaciones tiene estructura de espacio vactorial,

Las x,,(i = 1,2,...,n), se llaman coordenadas del vector.

También sabemos que " es un espacio vectorial de n dimensiones, un vector x = (X;, X,..., X,) €n base
candnica se expresa asi:

X = (Xp, Xppee, X)) =X, (1,0, ...,0) +x,(0, 1, ..., 0) +,..., +X,( 0,0, ..., 1)
X=X,e tX,e, ..., +tX e

Para el estudio de cualquier fenémeno fisico necesitamos un sistema de referencia, la
forma més simple empleada, es el de coordenadas cartesianas ortogonales. Veamos como
se establece este criterio.

Inicialmente, podemos asociar un conjunto de puntos X con el conjunto de los
numeros reales, lo que constituiria un sistema coordenado del espacio unidireccional
formado por los puntos de X.

Podemos enunciar que el par de nimeros z A
(x,y) que representen las coordenadas de un R
punto P en el plano, y la correspondencia R h
biunivoca de parejas ordenadas de nimeros con == =
el conjunto de puntos del plano XY es el sistema

coordenado ortogonal del espacio bidimensional . /7 7. T
constituido por los puntos del plano. /

Por tanto, la terna ordenada de nimeros
(X,y,2) que representan las coordenadas de un A
punto P en el espacio, y la correspondencia
biunivoca de ternas ordenadas de nimeros con el
conjunto de puntos del espacio XYZ es el sistema coordenado ortogonal del espacio
tridimensional constituido por los puntos del espacio.

Convenimos llamar triedro trirrectangulo positivo o dextrogiro el representado en la
figura.
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2.3.- Operaciones fundamentales; suma y diferencia de vectores.
Adicion de vectores.

Sumar o componer dos o mas vectores es hallar otro vector resultante cuyas
componentes sean iguales a la suma de las componentes de los vectores sumados.

Gréficamente se pueden sumar vectores usando la ley del paralelogramo.
y

Por el Teorema de los cosenos deducimos:

c® = a’+b’ - 2-a-b-cos(180-c) = a’*+b’> + 2-a-b-cosa

X c = \/a2+b2+2~a~b~cosa

O también sumando las componentes cartesianas, situando el eje x en b tendremos:

¢=c’+c¢’, a=a’+a’, b=b, a=acosa
c,=a, c,=b+a, => c¢l=bl+a’+2ba
luego; ¢’=b’+a’+2ba, +a’=a’+h’+ 2-a-bcosa
sen® = D => 0 = arcsen (a-senoc)
c
El angulo © ser4:
O aplicando el teorema de los senos:
cb _ C asena _ C _ a-sena
= = =— = O =arcsen ( )
sen®  sen90 sen® 1 c

Propiedades de la suma de vectores:

- Conmutativa: a+b=b+a

- Asociativa: (a+b)+c=a+(b+c¢)
Sustraccion de vectores.
Se cambia de sentido uno de ellos y se suman.

a-b=a+(-b)
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2.4.- Forma trinomia y vectores unitarios.

En el espacio tridimensional hemos definido un punto por tres coordenadas (x,y,z).
Definimos lo mismo mediante un vector r = r (x,y,z) llamado vector de posicion, a la terna
ordenada de nimeros (x,y,z) los llamamos componentes coordenados del vector.

Si utilizamos un sistema de coordenadas diferente, los tres nimeros cambian a
(x7,y’,2"), sin embargo, el vector r es el mismo en ambos sistemas, es decir la definiciéon de
vector permanece invariable o independiente del sistema de coordenadas elegido.

En un sistema coordenado ortogonal X, Y, Z como en el de la figura, y dandole
caracter vectorial a las proyecciones ortogonales, X, y, z; de r sobre los ejes, podemos

escribir:
r=xty-+z Z“ I
r=x+y+z
Las componentes X, y, z, tienen de médulo: - y
N
X = I cosd y =rcosp X = rcosy
(1)

Los cosenos de angulos «, [3, vy, que forma r con cada uno de los ejes se les llama
cosenos directores.

El médulo de r (diagonal del paralelepipedo construido con x, y, z como lados) es:

= /x2+y2+22

Si elevamos al cuadrado las igualdades (1) y sumamos, obtendremos:

2 2 2 2 2 2 2
= . + + =>
X+y*+z* = r*(cos o +cos”f+cos7y) cosa+cos?P+cosy = 1

33
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Si el vector viene dado por las coordenadas de su origen A (X,y,z) y de su extremo
B(x",y’,z"), entonces las componentes coordenadas del vector AB seran:

xX-x,y-y,2"-2).
Tendremos:
X=x"-x
Y =y-y escribiremos: AB=X+Y+Z

7=7-1z

Llamamos vector unitario (o versor) a todo
vector de modulo unidad, por tanto; el vector
unitario en una direccion se obtiene dividiendo

cualquier vector en esa direccion por su modulo.
Si las componentes de un vector v son X, y, Z, su ecuacion vectorial sera:
V=X+Yy+tz

Llamando i, j, Kk, a los vectores unitarios
en la direccion y sentido de los ejes, se verificara:

X =xi, y =yjJ, z = zK; siendo x, y, z, los modulos de
X, ¥, z. Sustituyendo en la ecuacidon vectorial
tendremos:

v=xi+yj+zk

Al ser los cosenos directores:

cosa = x/v, cosP = y/v, cosy = z/v,

el vector unitario en la direccidn de v sera:

e, =x/vi+yvj+zvk= cosai+cosp j+cosyk




J.ADAVILA BAZ - J. PAJON PERMUY CALCULO VECTORIAL

2.5.- Producto de varios vectores.-
(1) (3-5’) .C = n-c (carece de propiedad conmutativa)
(2) 3.5'/\?:’ {producto mixto)
(3) ZABAC (doble producto vectorial)
2.6.- Demostracién de la férmula aA(bAC) = (3:C)-B_ - (3-B)-¢ .-Dados
tres vectores cualesquliera, siempre se podrd, mediante

movimientos adecuados, situarlos uno sobre el eje x; otre
sobre el plano x-y; y el tercero en posicibn arbitraria.

2 O bien tomar los ejes uno

> A-) coincidiendo con la direc-

a (babq 82 cién y sentido de un vec-
tor; el segundo normal al
primero en el plano de-
terminado por dos de ellos;
y el tercero en la perpen-
dicular a los dos anterio-
res. Con este supuesto:

y 3= ax-1 + ay+j + az+k
/ D = bx+1 + by-j+
_____ - ¢ =cx-1
s (C‘) a-rc = ax-'cx
> . =
a-b = ax-bx + ay-by
i j ;’<|
—p — —
bAc¢ = bx by = - ¢X-by‘kK
cx 0 0
i i K
a A\ (bAc) = ax ay az = ~ ay-cx-by-i + ax+cx-by*Jj;

0 0 —cx-byl
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e
sumando y restando ax-bx-cx-i gqueda:

o — - - e
an’bac) = ax-cx-(bx-1 + by-Jj} = (ax-bx + ay-by)-cx-_.{ =
— - - -
= (a-c)+b - (a-b)-c

Se puede dar una demostracién mas rigurosa que la anterior,
partiendo de las mismas posiclones de los vectores, pero
descomponiéndolos convenientemente:

A
- N Sean ?a’, 3, 2:, elggidos 7
P N sobre el eje x, € en el
N plano x-y y & en una
~ posicidn cualquiera, como
N antes._, Descompongamos & en
N tres, a3 sobre el _eje z, 32
@ perpendicular a_ <€ y al
perpendicular a B:
‘ ar
] -—p - -
: ' R aA(pnc) =
N | ,’
A LN = (31 + a2 + a3)A(BNC) =
- I Nt/ 'E - - — -~ — »(1)
a L S e - - ~ = alA(bAc) + a2A(bAc) + 0=
2
-~
= b/b¢(al-b-c-sena) -
- - (2)
x b - ¢/c+(a2-b-crsena) =
(3) 3 - >
= -5 cral-coshB - C-b«a2-cosh = b-(-a'--é') - c-(:;-}_p') =

Aclaraciones.-

- - —y

(1) .-es nulo por ser bAc paralelo a a3 y, por tanto, su
doble producto vectorial nulo. )

(2).-el produgto bAC tiene la direccién del eje 2z Y €S
perpendicular a al; el resultado del doble producto es un
vector en la direccidn B y basta aplicar al mbédulo un vector
unitario B’/b; analggamgnte el otro caso, que resulta ade
sentido contrario a ¢, =¢/cC.

(3).-al-cosB = proy.al sobre $ =, -
proy.d sobre € = proy.(al + a2 + a3)sobre ¢ =
proy.®1 sobre €, -
al.cosB = proy.a2 sobre b = —-

proy.a, sobre b_= proy.( 3y + 3% + 33)sobre B =
proy.az2 sobre b
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TEMA I1I
ALGEBRA VECTORIAL; AMPLIACION Y APLICACIONES

Plano: ecuacibén de la recta.-Una determinada recta tiene 13
misma direccion que un vector difinido por dos puntocs
cualesquiera de ella; por lo tanto, si A y B son dos puntos de
una recta y X es otro variable de la misma, escribiendo la
condicién vectorial de paralelismo, tendremos

X - ax y = ay

= (1]
bx- ax by- ay

B (b %y
X {%4)

Yy por analogia en el
espacio:

[1"]
X -—ax y -ay z - az

A (o, Ay bx- ax by- ay bz- az

El vector B-A puede ser uno cualquiera , definido por dos
puntos conocidos, o el unitario Ir(cosa,cosfB). En la figura
adjunta, y usando el mismo principio anterior, si a y b son
las coordenadas de los segmentos en el origen:

EN
(o
X -0 y - b X Yy
= = — + —=1
B a-o0 0 - b a b
" () o
y Por otra parte, si n es un
w (%94) vector perpendicular, a_ la
recta r, siendo n=Ai+Bj, la
condicidn de perpencidu-
v a (“é?\ x laridad permite escribir:
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A«(x - x1) + Be(y - y1) = 0 ==>
Ax + By - Ax1 - Byl = 0 => Ax + By + C = 0
Nttt

C

en el gque (A,B) son las componentes de un vector asociado,
perpendicular a la referida recta; a cada valor Ci de C
corresponde una recta del haz alelo, todas ellas
perpendiculares a la direccién (A,B); (en el espacio
Volveremos a hallar una férmula extensién de la anterior,
referida al plano).

Paralelismo rpendicularidad de rectas.- Dadas dos rectas,
por lo visto anteriormente, y 10 estudiado vectorialmente,
para que ambas sean paralelas o perpendiculares podemos
escribir respectivamente:

rl = Alx + Bly + C1 = 0 Al B1
; paralelismo = —— = ——
r2 = A2x + B2y + C2 = A2 B2
Al+B2 - A2+B1 = 0
perpendicularidad = Al.A2 + B1.B2 = 0

las mismas expresiones valdr&n cuando las rectas vayan
definidas de la forma [1]; es decir, en funcién de sus
vectores asociados paralelos.

Angqulo de dos rectas.-

ml

rl = Alx + Bly + C1 o ; tgal = -Al/B1

o ; tae2 = -A2/B2 = m2

r2 A2x + B2y + ¢C2

El1 &ngulo de las dos rectas serf e mismo que_el formado por
sus dos vectores normales asociados, ul(Al,B1l), u2(A2,B2):

- —
luz|-|u2

.cos (al-a2)

producto escalar Al-A2 + B1-B2

ke 4
producto vectorial Al+B2 - A2-+B2 t35|-|u21-sen(al—a2)

tgal-tgaZ2 ml-m2 (-Al1/B1)+(A2/B2)
tg(al-a2) = tga = = = =
1l+tgal-tgal 1+ml-m2 1+(A1/B1) - (A2/B2)

Al-B2 - A2-B1
= = tga
Al-A2 + Bl1-B2
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a la misma expresién se llega partiendo de:
cosa = cosal-cosa2 + cosBl-cosB2
Al A2 B1 B2
cosa = . —_—_——————— =
ya1z + B1? yA2? + B2? Al? + Bl? VAZ‘ + B2?

Al-A2 + B1-B2
VAl2+B1? \/A27+B2?

con el cambio trigonometrico conocido cosa = 1/

34.-

Distancia de un punto a una recta.-Hemos

+ tgia

visto que en la_recta

r=mAx + By + C =0 T(A,B)
es un vector normal asociado
a la misma; si (x1,yl) es un

4 punto cualquiera de ella, y
\ P(P 9 como el unitario de la direc
=) 3\\ cién T es:
A B
Var + B: \Jar + B? |
% tendremos:
0 N
-
- n A B
d = |d' ——=—=| = | (Px - X1) + (Py-yl) =
v Az + B? v Az + B? v A7 + B?
C
—— -

A*Px + B*Py - A-x1 - B-yl A-Px + B:Py + C 4 ri
= = ren parti-
,/Az + B2 J Az + B2 !

c ]
cular, para el origen, P(0,0), do = |——— ;

v az+B?
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la distancia entre dos rectas paralelas ser& la diferencia de
distancias al origen:

rl = Ax + By + ¢1 = 0
r2 = Ax + By + €2 = 0

Un caso particular es cuando
de la recta se conocen dos

puntos:
L (2%) SN
|A—§AA—§|=1AB| - | AP| sena=
B(xb)"h) i
|AB A 4P|
=|AB| -d ; d= [2]
| AB|

3.5.- Equidistancia de un punto_a dos rectas:bisectrices.~ Dadas dos
rectas, repitiendo lo anterior, Bastara hacer:
Al'x + Bly + C1 =0
A2.x + B2y + Cc2 = 0

Al-x+Bl-y+C1 A2-x+B2-y+C2

+J Al12+4B12 4 A22+B2?

Como quiera que cualquier punto (X,Y) cumple la condicibn
anterior, y resulta ser lineal en X,Y, la solucibédn resulta ser
una recta, bisectriz del 4angulo formado por las dos rectas
propuestas, rl y r2; el signo + de los radicandos da dos
s?luciones, dos bisectrices, como se conoce por geometria
plana.
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Espacio:ecuacién del plano.- Para que tres vectores sean
coplanarios su prducto miXto ha de ser cero:

()49%)
x1-x0 yl-y0 2z1=-20| 0 f x1l yl z1 1
x2-x0 y2-yo z2-z0| 0 : |x2 y2 z2 1
X -xX0 y -yo0 =z -zo. 0o is x0 yo z0 1 £3]
: x0 yo z0 : 1 i x y z 1

De paso, resolviendo dicho ultimo determinante, que es otra
forma de regresentar la ecuacidédn del plano en funcidbn de tres
puntos que lo determinan, resulta otra ecuacién lineal en Xx,
Yy, 2, y que volveremos a analizar enseguida, de la forma

AXx + By + Cz + D =0

si (A,B,C) es un vector normal al plano, y_ otro vector del
mismo es el [(x=-x1},(y-¥1l),(2-21)], la condicidén de
perpendicularidad exige:

A-(x-x1) + Be+(y=-yl) + C-(z-21) = 0 => AX + By + Cz + D =0

Luego en la ecuacién general del plano A,B,C son las
componentes de un vector normal al plano, gue llamaremos
asociado a aquél.

b/

si (a,b,c) son los segmentos determi-
nados por un plano sobre los tres ejes

&ﬁ%°§ coordenados, la ecuacidn [3] nos da:

X-a

y
-a b
4]

QO © o
[
Q
~

O%L,O)

-a

brc+x - a*b-c + a*b-z + arc*y = 0

x ¥y z
+ + =1

41
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Paralelismo rpendicularidad entre
Tonsideremos 505 recgas T1, r2, en su Zforma

12 en forma idéntica:

planos n1,

UNIVERSIDAD DE HUELVA - E.P.S. DE LA RABIDA

rectas y planos.-
cl3sica, y dos

X - x1 y -yl z - z1
rl = = =
al bl cl
x - x2 Yy - y2 z - 22
r2 = = =
az b2 c2
w1 = Al-x + Bl:y + C1+2 + D1 =0
12 = A2'X + B2y + C2+2 + D2 =0
Dos rectas ser&n paralelas o perpendiculares cuando lo sean
respectivamente sus vectores unitarios (al.bl.cl1), (a2,b2,c2)
o cualquier otro vector sobre cada una de ellas; en
particular, sus vectores asociados unitarios

(cosal,cosB81,cosll),

(cosa2,cosB2,cosT2) .Lo mismo ocuirriréa

entre planos, ser&n paralelos o perpendiculares cuando lo sean

respectivamente sus vectores asociados (pues cada uno de

ellos

es perpendicular a su planc correspondiente:

paralelismo: perpendicularidad
al b1 cl
= = (rl,r2) ; al+a2 + bl+b2 + cl-c2 = 0
az b2 c2
Al B1 C1
= = (ml,m2) ; Al-A2 + Bl-B2 + Cc1-C2 = 0
Az B2 c2

Por contra, el paralelismo entre rectay plano indicara la
perpendicularidad de sus vectores asociados; y viceversa:
paralelismo perpendicularidad

al b1 cl
al-Al + b1:Bl1 + ¢1:C1 = 0 (r1,m2) = =

Al Bl cl1
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con estas simples condiciones se pueden resolver multitud de
problemas de incidencia entre rectas y planos; veamos algunos
ejemplos tipicos:

Interseccién de dos planos.- Ser& la recta con vector asociado
v, rpendiculay; a los vectores
V1(a1,B1,c1), V2 (A2,B2,C2)

- - —
i 7 k
- —  —
V =ViAav2 = |A1l Bl (C1
prey A2 B2 cC2
V, (A,By<)
Vx vy vz nota.-Es necesario conocer
= = un punto P comin a ambos
B1 C1 c1 Al Al Bl planos (por ejemplo, para
z = k, y resolver el sis-
B2 C2 cz2 A2 A2 B2 tema en x,y entre el pla-
no nl y el plano n2).
plano r un punto (x1,yl,z1 aralelo a w1 = Al.x + Bl:y +
Z  + = .- os planos han de tener el mismo vector
asociado:

Al-(x - x1) + Bl.(y - yl) + Cl-(z = 2z1) =0

Plano r un punto (x1,yl,z1 rpendicular a rl.- El1 plano
fendra por vector asociaao ei Se fa recta

x - x0 y - yo z - z0

= = ===

rl
a b c

a-(x - x1) + be(y = y1}) + ¢ (2 - z1l) = 0
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3.11.. £lano pasando por rl y perpendicular a wl.-

x - x0 y - yo z - 20
rl = = =
al b1 cl

e

71 = Al'x + Bly + C1-z + D1 = 0

Los vectores '[(X‘XOJ,(Y—YO),{ZTZQ)], (al1,bl,cl1) y (A1,B1,C1l)
ser&n coplanarios y podemos escribir:

x~-xX0 y-y0 z-20

al b1 cl =0
Al B1 C1
r (MyByc)
L
312.. Plano por rl paralelo a r2.- Razonamiento andlogo al anterior

x-x0 y=-yo z-z0
al bl cl =0
a2 b2 c2

3.13.- Angqulo de dos rectas o dos planos o entre recta lano.- Sera
el %ormaao entre sus vectores asociados corresponaienfes (o el
complementario, en su caso). Por ejmplo, entre dos rectas rl1 y

r2

<{rl,rz2) ==>
cos® = cosal-cosa2 + cosBl-cosB2 + cosTl-cosl2 =

al-a2 + bl+b2 + cl-:c2

e —————

212 + bl? + ¢l12 <va2? + b22 + c2?
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al-Al + bl-Bl + c1-C1

<(ri,nl) => sen(90°-8) =
vJalz+bl2+cl? -v Al2+Bl2+4C12

Distancia de un punto a un plano.- Operando correlativamente a
como hicimos en el plano, tenemos:

7l = Al-x + Bl.y + Cl-z + D1 = 0 ; vector unitario normal, T:

( Al B1 c1

/
{ YAl 2+ B1? + (12 = =

coordenadas de P(Px,Py,Pz); un punto del plano (x1,yl,zl); vec-

tor d'(Px - x1,Py - yl1,Pz - zl);con lo que la distancia es
(4

7 (Px-x1)Al+(Py-y1)Bl+(Pz-2z1)Cl [Al-Px+Bl-Py+Cl-Pz+Dl]
ten|= =

J A12+B12+C12 L J A12+4B12+4C12

Ry

d=|

|
J

nota.-Es evidente que ya no podemos aplicar el segundo
procedimiento, férmula [2]

Distancia del origen a un plano.-Bastar& hacer Px = Py = Pz =
0 en [4], quedando:

r D1
a0 =
J A12+B12+C1°?
Distancia entre dos planos paralelos.-
7l = Ax + By + Cz + D1 =0
n2 = Ax + By + Cz + D2 = 0

D1-D2

J az+ B2+ C2

i

Distancia entre rectas paralelas.-Se hallaran las Iinterseccic-

nes entre las rectas y el plano normal:
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a b
i) A\ ¢
S [ S —
——
. « b x - x2 y - y2 z - z2
— i —  ———— r2 = = =
£ a b c
/
7 = ax + by +cz+d=20

P1[P1x,Ply,Plz], P2[P2Xx, P2y, P2z]

d = v (P1x - P2x)? + (Ply - P2y)? + (Plz - P22)?

3.18.- Distancia de un punto a una recta.- Interseccibén entre el planoc
y la recta dada
1 P (?“J?‘}J?z) x-x1 y-y1 z-z1
Ir = = =
a,ﬁc. a b c

el sistema de ecuaciones

(r,r) resuelve el punto Q

N
/ (Qx, Qy, QZ)

d=+ (Px - 0x)2 + (Py - Qy)? + (Pz - Qz)?

3.19.- Minima distancia entre dos rectas gque se cruzan.-<
x=-x1 y-y1 z-~z1 x-x2 y-y2 z-z2
ri= = = ; Ir2 = = =
al bl cl az b2 c2

se hallars el plano
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x-x2 y-y2 z-z2 |
-
/ az b2 c2 = 0
j \ blkiﬁ/ al bl cl
\ ,/ y se determinarid la dis-
\ tancia del punto (x1,yl,zl)
al plano n2; (ver la férmula
[47)
ix1 - x2 yl - y2 z1 - z2
az b2 c2
al b1 cl
d =
| b2 c2|? c2 az|? a2 b2|?
+ +
,bl cl| |c1 a1 al b1l
Otra demostracién: Siendo rl y r2 las dos rectas, y con la
misma nomenclatura anterior, sus vectores asociados en
posicliones concretas determinarian el paralelepipedo de la
figura inferior, junto con pP; la altura de este
paralelepipedc, h, es precisamente la distancia minima
buscada, d=h:
. e e | AL-AZAF)
V(paral.)=|A1AA2|h=|Al A2/\P| ; h=4d=—s——F—

| AINAZ |
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TEMA IV
ANALISIS VECTORIAL

Derivada de wun punto funcidn de una variable escalar.- Sea .
un punto de una curva (en general, en el espacio), cuy
posicidn viene determinada analiticamente:

A(t) = f(x,y.,2), en la qu
las variables x,y,z son fun
cién de la variable t

X = 81(t) ; y = 82/(t)

z = 83(t)

y consideremos dos instante.

infinitesimales (t)_y (t+ ¢
y el vector F(t) = A - O, ta
que

A=0+xi +yj + zk

derivando(i, j,k son vectore:
unitarios fijos y O es fijo

dr ds dA
dt dt dt
dx _. ay dz .
= 1 + .j + K
dt dt dt

La derivada de un punto, funcién de una variable escalar, e:

un vector, de componentes las derivadas de sus coordenadas,
que resulta ser tangente a la curva, segun la analitica.

Téngase presente que dr (cuerda) y ds (arco) en el limite so
equivalentes y que podemos valernos de las expresiones utile
(que nos permiten hallar la longitud del arco a través de
producto escalar de la cuerda):

dr = -1+ -J o+ ‘k |+-dt ; dr-dr = dr? = ds? =
dt dt dt
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{ dx : dy z l dz
= + + -dt?
\ dt dt \ dt

Y no confundir todo lo explicado mas arriba con la derivada de
un vector, funcidén de una variable escalar (cuya derivada es
la derivada de las componentes del vector).

Campos escalares vectoriales: Gradiente.- Si a cada punto
X,¥,2 e una region del espaclo corresponde el valor de una
magnitud fisica, U, de naturaleza escalar, se dice que existe
un campo escalar, en el gue la magnitud U es funcibén de campo.
Asi, en la transmisién del calor a través de un cuerpo, en
régimen estacionario, la temperatura puede variar de uncs
puntos a otros del cuerpo, pero en uno determinado sera
siempre la misma; la temperatura es, pues, una funcién de
punto. An&logamente sucede con la presién en un punto de una
masa fluida en equilibrio, que es también funcidn de punto.

Si igualamos la funcién U a un parame-

tro C, se obtiene U(x,y,2z)=C, que re-
presenta una familia de superficies;
Ve para cada valor C1, C2,..... se obtiene
) una superficie de la familia.Ejemplos:

T T, T, T Ccaso horno, cada superficie isoterma
LI P S 3 estd toda ella a la misma temperatura,
ey T T1,T2, .-

"74 ﬁ“l_\,’l:"" ; \7*“2",7:-(z .
Caso presidén hidrosté&tica en un reci-
piente, cada punto de la horizontal
Tk tiene la misma presién,

f*—"jﬂé Px = Patm. + p-g*X

i
FoR

- —4~ En la practica se hace la representa-
L == cién grafica de modo que C varie por
e incrementos iguales; por ejemplo, C=a,
c=2a, C=3a,C=4a......,0bteniéndose las

llamadas superficies de nivel (isotermas, isobaras, ....-)

De la misma forma existen campos vectoriales; por ejemplo, en
el movimiento de rotacién alrededor de un eje fijo de un
cuerpo sélido, la velocidad de las particulas sera funcién de
su distancia al eje. Y el ejemplo m&s cl&sico es el campo de
fuerzas gravitatorias.
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Imaginemos un campo escalar U. Sea un punto A, en el cual la
funcibén_ toma__ el vglor Ua, definido por su vector de posicibén
7% = x-T+ y-T + z:K; un punto préximo a &1, definido por el
nuevo vector ¥+ dFf tendra (en general) un valor distinto de
la magnitud U, que dependera de dx, dy, dz; el incremento de U,

si la magnitud es continua y deriva-

ble, vendr& dado por la diferencial

qu = U(Z + d%) - U(r) =

ou (Du DU
< = ——s+dx + ——+dy + —+dz

e Y Dz

Puesto gque el primer miembro es una
magnitud escalar, podemos consigeiar el
segqundgo como producto escajlar del vec-
tor T °F C ax-T - dy-j’}+ dz-K por
un segundo vector, llamado ngradiente del escalar U”, tal que

- ——w PU QU SOU o _— —
P = grad U = »1i4 'jtﬁb Kk ; dU = grad U-ds
Z

[c]
Ahora bien, si dU = grad v-ds = grad U-ds:cose, y si ds es
tangente a la superficie de nivel, no hay paso de una
superficie a otra, es decir, dU = 0, lo que indiga %ge! al sex
el producto escalar nulo, son los vectores gra y ds
perpendiculares entre si, y gradU es normal a la superficie:

gl vector gradiente en cada punto es perpendicular a la
superficie de nivel que pasa por eln,

L
?-.'Tm\u du ——
: De [a] sacamos = |grad U|-cos8;
N ds
NN
Ny du —— -
s para 8 = 0 ==> y = |grad U| = |P|
n

(n direccién normal a la superficie)

En cualquier otra direccidn:

du _.l dauv  4au
— =|P|cos® =Ps; luego Ps= — < — =P
U+l ds | ! ds dn

El gradiente es, pues, la derivada di-
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direccional méxima y es en el sentido de crecimiento de la
funcidén (cuando dU es positivo)}.

Si consideramos el vector simbblico (operador de Hamilton)
nabla,

-~ 7

2 - 2
i+ -3+
? x 2y Dz

-
.k’

V-

-
el gradiente se puede escribir grad U =VU = (nabla de U)

2 2
— - U Ju U
Evidentemente |P| = |grad U| = + +
x y z

-— — —
Nabla es up operador lineal, es decir: y(w +v) =YUu +Vv; vy
V(a-U)=a-VLL ,

Para un valor dU dado entre dos
superficies determinadas el valor
grad U = du/dn serad tanto mayor
cuanto menor sea la separacibén entre
aquellas. Por eso esta propiedad
permite representar los campos
escalares b4 sus gradientes por
superficies U = constante = C; cuanto
m&s proximas estén en una zona las
superficies el gradiente serd mas
fuerte. Las lineas ortogonales a las
superficies de nivel, es decir, las
tangentes al gradiente en cada punto
se llaman lineas de méximo gradiente
del campo.

Diverqgencia y rotacional de un campo vectorial .- Supongamos
efinlidas tres funciones unitformes Yy erivables X=X(x,¥:2).
Y=Y (x,v,2), 2=2(x,y,z) de las coordenadas de cada punto,
funciones cuyas derivadas supondremos continuas. Estas
funciones definiran en cada punto del espacio un_ vector

V(X,Y,Z). Una tal distribucidn define un campo vectorial.

Pues_pién, ,se llama divergencia el producto escalar simbblico
div.P =§ -F =
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/D -i+/') .5 +/D .-i.[x.?+ y.j+z.-}:] =,D +/) _;7

?x 2y Dz Px Dy Oz
La divergencia se suele 1lla también derivada escalar del
vector ; en particular, si es constante o la divergencia q_s
nula, se dice gque el vector es solencidal, es decir, si div.
= 0.

, s - s e e 4 P
x:'g]._}emg.s_ﬁ repetir que div.(P1 + P2 +...) =Y«(P1 + P2 +...) =
V' + V-PZ +.4.

Se define rotacional de un vector: - e -
i Jj k
— — - -
P -rot. P = VAR = | 2 2 2
?x 2y 7“9z
X Y Z

Al rotaciona se le suele %lamar también derivada vectorial de
P, roter de o vértice de P. Y el vector se llama potencial

vector de X.

En resumen: El operador V aplicado a un campo escalar,
U(x,y,z), permite asociar a éste campo escalar otro vectorial;
e mismo operador aplicado respectivamente escalar Y
vectorialmente a un vector P de un campo vectorial permite
asociarle dos nuevos campos, uno esclar, div.F, Yy otro
vectorial, rot.F.

) 4 X rxi 0

Si rot.P =0 ello significa e — = — =20 — - — =
’ g i y 2z ’ Pz Ix ’

o | o
¢ . Z_ =90, lo cual gquiere decir matemiticamente la existencia
Px Yy

U U QU
de la diferencial total exacta dU= —-dx + ——-dy + ——*dz,

P x Y 2z

-
y, por lo tanto, la existencia de un campo potencial P = gra.U.

Luego la _condicién necesaria y suficiente para que _jn campo
vectorial P sea gradiente de uno escalar es que rot.P = 0; por
eso un campo vectorial con potencial se llama irrotacional.
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- = = QRx JRY IRz
5i calculamos: div.R =Y -(FA P) = + + =0,

Px TPy 2z

- ) . - - - = - -
lueog R es solenoidal. También P-rot.P = PVA P =0, luego P y
rot.P son ortogonales.

Algunas propiedades de la divergencia del rotacional.- Calcu-
Jemos primeramenteé la dlvergencia a'eILpro' ducto de una funcibn

escalar y otra vectorial:

) - AUX)  T)UY) NUZ)
div.(U-P) = + +

LA L

+Y +

Dx oy Dz ox .’Dy Dz

Jx v 9z
Ix  y ez

- = -
+U- =p.(VU) + U-div.P

Y el rotacional del mismo producto: rot (U-?) =

nd - - - - -
i Jj k i F k
u U
a2 2 gl 2 | 22802001,
P?x Dy 9z Ix Dy 9z 7y 2z
Ux Uy UZ X Y Z
2U QU | - QU QU | -
+ Xee— = Z e .j + Yiem— = Xeere— ok =
2z ?x x 2y
-’ - —
= U-rot.; + (7 U)A; = U-rot.-l.-" - PAKV U
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4.5.- Integral de un vector a lo largo de una linea y Sobre una su-
perficie: circulacion y flujo.- Sean X(x,v,2).,2(x,¥,2),2(X,Y,2)
é@s componentes de un campo vectorial
; y supongamos trazada la linea C=
=C(X,y,2z) en dicho campo y definido en
ella un sentido. Ccada elemento s,
orientado, puede ser considerado como
un vector (dx,dy,dz); su producto es-
calar por valdra

- -
V.ds = V-ds-cosa =
nd » ~» e g g -
= (X1 + Yj + 2K)+(dxi + dyj + dzk) =

X-dx + Y-dy + Z2-dz,

a lo largo de la Jinea se llama circu-

\\\\ y la integral de este producto escalar
Cx(1,2) lacidén del vecto

. . e -
circulaciébn = V«ds =
<

ij‘x-dx + Y.dy + Z2-dz
(3
Por ejemplo, si X,Y,Z son las compo-
nentes de un campo de fuerza, esta 1n-

tegral es el trabajo de la masa unidad
al recorrer la linea.

Si en lugar de la linea C, imaginamos
una superficie S (de dos caras) y ele-
gimos en ella una cara, podemos defi-
nir anélogamente:

- - -
§= flujo de V sobre s = Veds =
5

=ff(x-dy-dz + Yedx-dz + Z-dx-dy)
s

Traténdose de una superficie de dos caras habra que distinguir
el flujo entrante del saliente. El1 concepto de flujo_gs muy
Gtil en las aplicaciones Vpgécticas; por ejemplo, s1 V es la
velocidad de un fluido, V-ds_representa el volumen del filete
liquido que ha atravesado d% por unidad de tiempo y el flujo
es el gasto o volumen total que atraviesa todo el casquete en
la unidad de tiempo.
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TEMA V
MOMENTOS
Momento de un vector respecto a un punto.- Si bien el concepto
de momento pudiera parecer al alumno novel un tanto

artificioso, matematico puro, en seguida se familliarizard con
él 'y acabaria captandoc su sentido fisico Y préactico.fFn
realidad, el «concepto de momento es una medida del efecto
rotacional de wuna fuerza respecto a un punto o eje de un
cuerpo.

Sea P el vector y O el punto respecto
al cual tomemos momento; el punto O y

e el vector F determinan el plano m. Se
define como momento a un vector M,
dado por el producto vectorial

M= (a-0)A P

siendo A un punto cualquiera de Ia
recta que contiene P. Como producto
vectorial que es, M es perpendicular
n al plano T y su sentido viene

- determinado per la regla del
sacacorchos (y tal que avanza girando
por la accién de P). Se ha dicho gque
A es un punto cualgquiera,; en efecto:

\ P =
AP

d1

-

M= (a-0) A P

N

= (d2 + AA')A P =

En particular, M =4 N P, siendo A la
distancia de O a P (llamada a menudo
brazo de palanca del vector).

También puede escribirse: M = 534(0 - A)
- - P - —t —.’ —n ..
Si P=Xi+Yj+ 2k, yA=0+x1 + yj + zk es la expresion

vectorial del punto A, siendo O el origen de coordenadas,
podemos escribir

i 7 k L M N
— U — _._.&‘_‘.. —P e, -
Mo = | x yv z | = (vy2 - 2Y)1 + (2X - xZ)j + (XY - yX)k =
— —> —
Xyzl = Li + Mj + Nk (1]
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A los numeros X,Y,2,L,M,N se les denomina parametros <
coordenadas del vector PBr tales sels cantidades no sor
independientes entre _si puesto gque estan ligadas_ por, ls&
relacién escalar MO-F = LX + MY + NZ = 0, ya que Mo y P scr
perpendiculares entre si (producto escalar cero), es declr, el
nimero de parametros o coordenadas que fijan un vector
deslizante es cinco.

Si tomamos momento respecto de un punto distinto del origen,
de coordenadas (xo,yo,zo) el momento valdra:

; > e
i 7 k
- - [1'
M = |x-x0 y-yo z-zo| = [(Y - yo)Z —-(z2 - zOo)Y¥]1 + ..... =
| X Y A =L 1 +M -j+N -k
Xo yo zZo
Momento de un vector respecto a un eje.- Se llama asl a.

vector, ME&, que resulta de proyectar sobre el eje al momentc
del vector considerado respecto a un punto cualquiera de éste.

Para que esta definicibn sea va-
lida es preciso que sea indepen-
diente del punto elegido, es de-
cir, que las proyecciones sobre
el eje sean las mismas.

En la figura adjunta se han toma-
do dos puntecs, 0l1_y 02, 'y halla-
do sus momentos, M1 y M2, proyec-
tandolps luego; sabemos que tales
M1 y M2 son proporcionales a las
areas de los triangulos ABO1-ABO<
respectivamente; sus proyecciones
sobre el eje seran proporcionales
asi mismo, a las proyeccicnes de
esos tridngulos sobre un plano 7
normal al eje, ambos 1iguales a!
tridangulo determinado por Pp,pro-
yeccidbn de P,y el punto de inter-
seccién del eje con m;(téngase e!
cuenta que el angulo entre M1
el eje es el mismo que entre ABO.
y m, por perpendicularidad; y Il
mismo entre M2 y el eje respect:
ABO2 y m) .

De aqui se desprende otra defini
cién del momento respecto a up
eje: es el momento del vector Pp
L que resulta de proyectar el dad

‘ sobre un plano normal al eje,res
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pecto al punto de interseccién del eje y el plano.

El1 momento de un vector respecto a un eje ser& nulo cuando:
1°) el vector corta al eje; 2°) sea paralelo al eje (pues los
M1, M2, ..., resultan normales a dicho eje y su proyeccién es
nula) .

De las ecuaciones [1] y [1'] antgriores se desprende e L, M,
N son los momentos del vector P(X,Y,Z) respecto de los ejes
coordenados Ox, Oy, Oz; y que los Lxo, Myo, Nzo lo son, asi
mismo, respecto a los ejes paralelos a los coordenados por el
punto (x0,y0,20) -

—

Por otra parte, si Mol es el momento respecto a un punto 01
del eje, y € es un vector unitario del eje, recordando
propiedades de los vectores:

— b d - -
— —- — - Mol = Lol+i + Mol-j + Nol-k
Me = ( Mol-e)e ; - - o - ; luego
e =11 + mj + n-k
—p - — —
Me = (Lol+l + Mol-m + Nol:'n)x(l-1 + m+7 + n-k)

o . ~—
siendo 1, m, n los cosenos directores de e.

-— - —
Sistemas de vectores.- Sean P1, P2, ...,Pi, vectores con
puntos de aplicacidn en Al, A2,.....,Al, respectivamente; a un
conjunto tal se le denomina sistema de vectores.

—
Se denggina resultante del sistema al vector Ef = P1 + P2 +
4+...+ P1, suma geométrica de los vectores equipolentes a los
dados.

Se llama momento resultante del sistema respecto 4, un punto O
al vector que resulta de sumar los momentos M1, M2, ...., de
cada vector del sistema respecto al mismo punto O; este punto
O se llama centro de reduccidn.

Analiticamente tendremos:

oy -r e <
vectores Pk = Xk-1 + Yk-j + Zk*k, ( para k = 1,2,...,0)

aplicados en Ak o+ xko? + yk-?'+ xk X

(coordenadas de 0 => xo0, Yo, z0o)
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-

n n - n - n -
B =3 Pk = [EXk]1 + [EYk]] + [TZk]k;
1 1 1 1

- - oy

1 P k

Xk - xo yk - yo zk - 20

x
0
~MS

Xk Yk Zk

L d
S5i se conocen E'y el momento M del sistema respecto a un punto
0, puede determinarse el momento del sistema respecto a otro

punto cualquiera 0' mediante el siguiente teorema:
-
El momento, M', del sistema respecto a un punto 0' es la suypa

goemétrica de su momento, M, respecto a 0, y del momento, MR,
respecto a 0', de su resultante en 0; es decir:

- — -y
M' =M+ (0 - 0')AR

A en efecto; de la definicibn primera:
- n — -—r n -
M =% (Ak - 0}A Pk; M'=§:{Ak—0')APk
1
pero (ver figura):
ol
Ak - 0' = (Ak - 0) + (0 - 0')
que en la segunda ecuacién queda
- n pr n -p
M' =% (Ak - 0)APk + S (0 - 0')APk =
1 1
- n o - —-
=M+(0—0'}/\2Pk=M+(O-O‘)AR
1
0

Invariantes de un sistema de vectores.- Entenderemos por
invariantes aquellas cantidades, comunes al sistema, Cuyo
valor es independiente del punto a que se refieren, es decir,
independientes del punto de reduccidn.

e d n — n —- n —-
Primer invariante: su resultante, R = [EXk]i + [EYK]] + [EZk ]k,
1 1 1
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13 1 - a 1 -
vector libre; son también invariantes el mdédulo de R, su
g&recc1on y sentido, o lo que es lo mismo, cada componente de

Segundo invariante: el producto escalar Mo:R = Mo'-R (véase
cuestidén siguiente) .

. 03 ¢ - -
Tercer invariante: su momento minimo, proyeccién de M sobre ﬁ;
-
MR ) ) )
m = Ial (véase también cuestidn siguiente)
R

-

Momento minimoc.-Sean R Yy Mo la resultante y el momento
Fespecto a un punto 0 de un sistema de vectores; sabemos, por
estudios precedentes, gque respecto de otro nuevo punto 01

— — -
Mcl = Mo + (0 - 01)AR

Sea m el plano determinado
por 01 y R, cta base de,R
por 0; si = (0 - 01)A R,
serd perpendicular a dicho
plano m (por producto vecto-
rial),por lo tanto,y tal co-
mo se ve en la figura, 13s
proyeccciones de Ho y Mol
sobre las paralelas a R por
Oy 01 son 1lguales; tales
proyecciones, m, iguales pa-
ra cualquier punto del espa-
cio, se llaman momentc mini-
mo (en seguida veremos el
porqué de esa denominacién).

Este mismo resultado se pue-
de obtener multiplicando es-
calarmente por R los dos mi-
embros de la expresién (que
de paso demuestra los inva-
riantes segqundo y tercero,
mé&s arriba citados):

— —
Mol = Mo + (0 - 01)A R;

— >

— g
Mol-R=Mo+R+[(0 - O01)A R]*R =
~— e ———
=0

—_— —
= Mo°R

El valor nulo procede de ser
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un producto mixto y con dos vectores iguales. Por tanto:

e — —

— - o*R Mol-R

Mo+R = const.= Mo-R-cosa = m-R; m = = = =
IR [R]

Eje central.-Recibe este nombre la recta lugar geométrico de
Ios puntos respecto de los cuales el momento resultante de un
sistema de vectores tiene la misma direccién que su resultante.

-—
Sean R ¥ Mo la resultante_y el momento del sistema _respecto a
un punto 0; desggmpongamos Mo _en Hga digpccién dg;ﬁ en otra
perpendicular, Mo', tal que Mo = o' + m, siendo m el momento
minjmo;se determina asi el plano a por 0, que contiene a m, Mo
y Mo'.

Tracemos por, 0 la perpendicular al plano a, Yy situemos la
resultante R en un punto A de dicha perpendicular a una distan-
cia, tal que Mo' = R-A; res-
pecto a este punto A el mopento
. ‘resultante del sistema sea MA (no
£ dibujado en la figura); y calcu-
lando el momento regpecto al pun-
to 0 a partir del MA tendriamos:

0 - — - — -
Mo = MA + (A - 0)AR = MA + 44

oy

J{
X

— b od — —
= MA + AR = MA + Mo'

, -— — -

Pero hemos visto que Mo = Mo' + R
— -
luego MA =m

La aplicacién a otro cualquier A’
de la recta que pasa por A, da

/

— — - —
MA' = MA + (A - A')AR=m+ 0,

es decir, el mismo resultado.
Asi mismo, respecto,a otro punto exterior, a la recta r A, un
punto B,' daria ‘—5 = ﬂi + (3 -B)A =m+ ( * o ) * %? que no
podria tener la direccidén de m.

En resumen, que la recta AR es el lugar geométrico referido.
Se ve e M es el momento menor de todos los posibles, lo cual

justifica que le llamaramos “minimo®”. De paso, el calculo
de A se hace:
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Mo-sen®
m = Mo-.cos@ ; Mo' = R.A = Mo-sen® ; A= 2]
R

Ecuacién del eje central.-Sea un sistema de vectores, R su
Tesultante y Mo el nmomento resultante respecto del origen de
coordenadas (ver férmula [(l1]); sea 0'(x,Y,2,) un ﬁynto del eje
buscado, que, por otra parte ha de ser paralelc a K:

— b - —
Mo = L+i + M+j + N-Kk

R = X+1 + Y+j + Z+k Mo' = Mo + (0 - 0')AR =
T g - -+ >
0 - 0'= -xi1 - yj - 2k i j k
e d - -
= Lei + M*j + N-k - x y 2z
X Y Z
L - [y*2 - 2-°Y] M- [zX - x*2] N - [xY - yX]

X Y 4

Alg%nas aplicaciones del eje central.- Dado un sistema de
vectores, el conjunto e momentos resultantes respecto a los
distintos puntos del espacio admite una distribucibén simétrica
y cilindrica respecto a§ eje central. En efecto (ver figura en

pag. sig.):

El momento respecto a un punto, P, es, si,0 es el ple %9.%%
perpendiculq§ desde P al eje central, Hg = Mo + (0 - P)A =

+ (0 - P)AR, en donde (0 -P)A es perpendicular al plano
determinado por P y el eje central y su mbdulo proporcional a
la distancia 0 - P. Por tanto:

1°)Los momentos de todos los puntos situados sobre una
superficie cilindrica coaxial gon el eje central tleggn igual
médulo; si bien, mientras Mo es el mismo, (0 - P) A R depende
de la orientacién de (0 - D)

2°) Todos los puntos de una paralela al eje  central,
generatriz de un cilindro gupe pasa por ellos, tienen igual
momento [igual valor (0 - P)AR].

(o - P)AR| (0 - P)R .
—% = = k+(0 - P), es decir,
| Mo | Mo

3°) tga =
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tga es proporcional a la distancia al eje;, En la figura
anterior, P1, P2, P3,. ...,tienen el mismo Mo, y 1la otra
componente varia segun (0 - P1).R, (0 - P2).R, (0 - P3).R,....

Yool

ﬁ& cen

X

~

N
ah
1
|
|
24 é‘_x,
|
/

!

Ry
]
el
v
-

~
v

/

(C -?) /\-fz . mo'rlalo (0‘ F).\'L

.
Generalizacién del teorema de Varignon.- Si m es el momento
minimo de un Sistema de vectores y 0 un punto de su eje
central, en el supuesto de que aquel momento minimo sea nulo,
tendremos:

Mo' = Mo + (0 - o')A_§=:'n'+ (0 - 0‘)A§= (0 - 0')AR

Es decir, el momento resultante del sistema respecto a %p
punto cualquiera, @', seré& el momento de su resultante, ’
aplicada en un punto, 0, de su eje central. Tal seri los tres
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casos que vamos a analizar a continuaciébn (vectores
concurrentes, paralelos y coplanarios).

Vectores concurrentes.- cConsideremos un sistema de vectores,
concurrentes,; evidentemente, el momento resultante del sistema
respecto al punto de concurrencia es nulo; es decir, el
momento minimo del sistema es cero.

El eje central ser&, pues, la recta e define la resultante
aplicada en aquel punto de concurrenclia; y Sse cumplirgd el
teorema clasico de Varignon: el momento resultante de un
sistema de vectores concurrentes respecto a un punto

cualquiera seré& igual al momento de su resultante aplicada en
el punto de concurrencia respecto al nuevo punto.

Vectores aralelos.- Sea un sistema de vectores paralelos
fodos ellos a una direccidn comin, cuya resultante no sea nula.
rambién en este caso su momento minimo ser& nulo, pues los
momentos de todos los vectores del sistema respecto a un punto
cualguiera ser&n perpendiculares a la resultante; siéndolo,

por tanto, su suna geométrica; y la proyeccibébn sobre la
resultante, momento minimo, seré nula.

Nos resta hallar el eje del sistema gue, evidentemente, seré&
paralelo a la resultante. Vamos a efinier el centro de
vectores paralelos y veremos que el eje central pasa por él.

-t

Sean 55, P2, 55,.....,105 vectores, aplicados respectivamente
en los puntos Al(x1,yl,zl1}, A2(x2,y2,22), A3(x3,¥3,23),+44:}
sea G(xg9,Y9,29) el centro de vectores paralelos, qgue Vvamos a
definir de la siguiente forma:

Pl1-(A1 - G) + P2+ (A2 - G) + P3:(A3 = G) + ..... =0 (3]

Pl, P2, P3, .ce.coeennnsaass veeos, mbdulos

en donde
(Al - G), (A2 - G), (A3 - G), -+, vectores

5i proyectamos la anterior ecuacién vectorial sobre el eje
0-x, la ecuacidn se seguiré manteniendo:

Pl+(x1 - xg) + P2+(x2 - Xg) + P3°(X3 - Xg) + +veeeee = 0 ==>
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Xx1+P1 + x2+P2 + .... T (xk-Pk)
Xg: 1
Pl + P2 + ¢iaveaa R

Y, en general, de la misma forma:

T (xk * Pk) = (yk-Pk) T (zk-Pk)
Xg = ——— , yg=——— , g ————
R R R

Ahora podemos escribir vectorialemente:
G ~-0=xg+1+ yg-j + zg-k =-—2% Pk+[xk+i + yk-j + zk:*k] =
R
1
= —— % Pk+(Ak - 0) ==> R(G - 0) = £ Pk(Ak -0)
R

Si buscamos un punto del eje central, tal como C, como el
momento resultante del sistema respecto de este punto debe ser
nulo, podemos escribir:

s (Ak - C)/\Fi =0=2% (A& - C) AFk:; = T Pk-(Ak - c)A T

- —
siendo U un vector unitario que tiene la direccién de Pk;
comparando esta Gltima expresién con_ la (3] arriba usada para
definir el centro de vectores paralelos, vemos e el mismo

punto G pertenece al eje; por 1o tanto, su ecuacidn analitica
es

X - Xg Yy - y9 z - z9 ;
= = ==> ecuac. eje central

Rx Ry Rz

Vectores coplanarios.- También en este caso el momenjo minimo
es nulo,; en efecto: sea un sistema de vectores Pl, P2, +++++,
todos en un mismo plano. Al tomar momentos respecto de n
gsnto cualgquiera, 0, de dicho plano, todos los momentos M1,

g oo we e e , ser&n normales al referido planc, asi como su_suma
= H1 + + ...., que lo seré tambiﬁp a la igsultante,'ﬁ = P1

+ P2 +..... , y nula la proyeccidn de sobre
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Una vez hallado el momento ﬁ: del sis-

tema respecto a un punto 0 el eje cen-

1 14 tral estar& en una paralela a R Yy a
una distancia tal que M = A R

M
(ver férmula [2]) A= —
R

Sistemas egquivalentes.- Se dice que dos sistemas son
equivalentes cuando sus resultantes son iguales y cuando sus
momentos resultantes respecto a un mismo punto también lo son.

, = = = ,
Puesto que, en virtud de Mo' = Mo + (0 - 0')A R, también seréan

los momentos iguales respecto a cualgquier otro nuevo punto.

La definicidn de equivalencia satisface los axiomas reflexivo,
siméetrico y transitivo; es decir, la e ivalencia tiene las
mismas propiedades de la igualdad aritmética respecto a la
suma, resta y producto por un nimero real.

Las operaciones que transforman un sistema en otro equivalente
son:

1°) traslacién de vectores sobre la recta de accibn.

2°) supresidn de dos vectores de igual médulo, linea de accidn
comin y sentidos opuestos. _

3°) incorporacién de dos vectores con las mismas condiciones
anteriores.

4°) sustitucién de dos vectores, cuyas lineas de accién
concurran en un punto, por su suma efectuada y situado sobre
una linea de acclédén concurrente con las de los sumandos.

5°) operacién inversa a la anterior, sustitucién de un vector
por otros concurrentes.

De todas estas operaciones, por otra parte qencillas Yy
evidentes, se suele hacer frecuente uso en Est&tica para la
resolucién préctica de problemas.
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Reduccién de un sistema y reduccibén candnica.- Reducir un
sistema de vectores deslizantes eés hallar otro equivalente mas
sencillo.

Como ya vimos, todo sistema puede reducirse al sistema formado
por un vector, la resultante_, R, aplicada en un punto
arbitrario, 0, y un momgnto, Mo, resultante del sistema
respecto a 0. 5} momento Mo puede materializarse mediante un
par unico, (F, -F), equivalente a Mo, para conseguirlo, basta
aplicar en 0 un vector equipolente a cada uno P1, P2, .....,
del sistema, y otro igual y de signo contrario, con lo cuaj el

sistema no varia;los_primegros dan en

0; y, aparte, cada P1 y-Pi se agrupan

- -
/ * R $
y en pares, que se suman.
En general, al hacer la reduccidn en
0 un punto cyalquierg del espacio, obte-
F nemos una y un Mo que no tienen la

misma direccidédn (es decir, 0 no es del
eje central). Si ambas direcciones co-
inciden, se llama canénica; y ya hemos
visto que la condicidén necesaria y su-
ficiente para que eso ocurra es gque 0
sea un punto del eje central.

it

LY

El conjunto de un vector y un par con
eje colncidente se denomina torsor; si
los sentidos de ambos coinciden se di-
ce torsor a derechas y si son de sen-
tido contrario torsor a izquierdas; se
puede demostrar que se cumple:

- torsor a derechas, Lx + My + Nz > 0
-F
torsor a izqdas., Lx + My + Nz < 0
—p
¥

Reduccién de un sistema cuyo variante escalar es nﬁli.— Es
evlidente qgue eﬂ Io que antecede se na supuesto m = (M- )/R ¥
0, es decir, . 0. Veamos la discusién cuando el sugundo
variante es nulo, MR = 0; y caben varios casos:

s 4 — —&
1°) Mo = 0 , R =0, Mo' = Mo + (0 - 0') AR = 0; resulta un
nuevo invariante, momento siempre nulo. Se dice gue el sistema
es equivalente a cero o gque esta en equilibrio estatico (este
caso es objeto de la Estatica, precisamente).

— - — — - — B
22) Mo= 0 , R X0, Mo' = Mo + (0 - 0')A R = Mo', y siempre
Mo' resulta perpendicular a , Salvo en 0, centro de
reduccidén, en que el sistema se reduce a un vector. Este es el
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caso estudiado de m = 0, vectores concurrentes (en que el
sistema es equivalente a su resultante aplicada en el punto de
concurrencia), vectores paralelos (el sistema es equivalente a
la resultante aplicada en el centro de vectores paralelos) y
vectores coplanarios (sistema equivalente a sSu resultante
aplicada en el eje central).

—p it — — - i

3°) Mo X 0, R=0, Mo' = Mo + (0 - 0')AR = Mo, invariante
nuevamente, en que el sistema se reduce a un ar, Ssea
cualquiera el punto de reduccidn; por esta razén, ﬁ' = Mo,
recibe el nombre genérico de momento del par, sin hacer
referencia a punto alguno; es decir, se considera como vector
libre. Cuando gg sistema estd Integrado por pares o por
momentos, 1, , ...., éstos se suman vegtorialmepte, con
independencia de su posicibén_en el espacio, M= M1 + M2 + .....
Por otra parte, un momento, ﬂ} puede materializarse por pares
de infinidad de modos, con tal que se cumpla M = A-F.

i -ty
4°) Mo % 0 , R X 0, pero tal que se siga cugplie%do Mo' R = 0,
lo cual implica la perpendicularidad entre _Mo y K, cosa que es
imposible en los puntos del eje cen&rg} (M || R), al cual nos
estamos refiriendo para que m = 0 = M-R/R; es decir, este caso
solo existe para Mo*R X 0.

Algunos roblemas articulares.- 1°) Si un par o momento, TL
ac%ﬁa sobre un Cuerpo o sobre un eje real de giro, la parte de
aquel momento que es efectiva para hacer girar el cuerpo
respecto a dicho eje es, siendo @ el vector unitario del eje:

e)”E, proyeccién vectorial de M sobre el eje

2°)un sistema de vectores cualquiera puede reducirse a dos vec-
tores, uno de los cuales pase por
un punto dado: basta red cir el
sistema a su resultante, K, y su
momento total por 0, punto dgdo,
MO, se descomﬁpne oenay=2aly
%g supan ¥ y R, tal gue 3+ R=V
y n.

Za son la soluci

<
i’

3°) un sistema puede reducirse a
dos, uno de ellos localizado en
una recta dada, con la condicidn
de no ser paralela a la resultan-
te ni el sistema tener momento 0.
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Por un punto, 0 de la recta,dad

r, reducimos el sistema a MO y R;
trazamos el plano ml, perpendicu-
lar a Mo por 0; y el plano mn2,6que
se forma entre r y R; se halla la
intersecgién_de ambos. Sea F, tal
que = 3 + K, formando un para-
lelogramo sumatorio. En nl, toma-
mos -a y a distancia h =|Mo|/|&].
El sistegpma ropuestoc es equivar,
lenfe a y -a, evidentemente. F
y -a se llaman rectas conjugadas.
Se ve que s§j bz, {37 =0,
h=wo; ysiMo=20, h=020.
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TEMA VI
CALCULO TENSORIAL

Concepto de tensores de primero y segundo orden.- A menudo las
deflniciones abstractas son dificilmente asimiliables por el
alumno. Tal ocurre con los conceptos de gradiente, circulacidn
de un vector, etc., si no se asimila tales conceptos a

aplicaciones técnicas concretas. Lo mismo ocurre con el
concepto de tensor. Partamos, por tanto, a la inversa,
analizando ajemplos aclaratorios:
T Cuando se estudia, en un prisma
wx . . '

] mecanico, el estado tensorial, a-
parecen en cada cara del prisma
una tensidén normal, on,y dos cor-

Tay tantes, 1, relacionadas con Ics

— ejes como se ve en la figura ad-

Tyz junta,de tal modo que se forma la
Tan 1 matriz de tensiones:
T2 :
/—g?'
~H onx XYy TXZ2
<
x
Tag | 4 [ T ] =1 1yx ony 71yz
Tan | 7zx 12y oOnz
3
Se estudia, asi mismo, que para
calcular el vector de tensiones ad
(0x,0y,0z) correspondientes a una
. orientacidén genérica definida por
el vector wunitario uf(«,B,T), en
- donde a, B, T son los cosenos di-
rectores de tal dlreqc;én, resul-
ta la expresién matricial:
ox onx TXy TXzZ a
oy = Tyx aony 7tyz || B ==> [ 6l ] = [T ][ al]
oz TZX TZy 0Onz r o genéricamente:
( TXYy = TyX ; TXZ = T2X ; TyZ = 12Y¥) { Pi ] = [ Ailk ][ Bk ]
Aparecen aqui unas magnitudes Pi (i1 = 1, 2, 3) homogéneas,

resultado de operaciones entre dos magnitudes, Aik(i =1,2,3)
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y Bk(k = 1,2,3), también homogéneas entre si, pero pudiendo
fer las Pi de distinta naturaleza que las Aik y las Bk y atn
estas entre si (como ocurre en el ejemplo puesto) .

En concreto, en nuestro caso los Pi son tensiones, lo mismo
que los Aik, pero los Bk son adimensionales.

De forma an&loga, en el estudio de las deformaciones del mismo
prisma mec&nico anterlor aparece la relacidn:

€l €X 1/2:T'xy 1/2-TxZ a
€2 = 1/2'Tyx €y 1/2.-Tyz || 8 ==>
€3 1/2-T'zx l/2-Tzy €2 T

[ei] = [D]-[ai]

En la cual a, B, T tienen el mismo significado anterior; €X,
€y, €z indican los alargamientos unitarios en las direcciones
de los ejes coordenados respectivos y Txy( =ryx), T'xz( =Tzx),
Tyz( =rzy) representan las variaciones angulares
experimentadas por &ngulos inicialmente rectos de lados
paralelos a los ejes x-y, x-z, y-z respectivamente.
Finalmente, €1, €2, €3 son las deformaciones unitarias de la
direccién genérica T (a, B, T}.

En el moderno calculo matricial de estructuras aparecen
relaciones del tipo:

(k] (8]
[A] [ F]

[ Fl
[ &)

En las cuales [ F ] son matrices simples, que representan
esfuerzos genéricamente fuerzas, momentos flectores o
torsores); [ §& ] son también matrices simples representando
deformaciones (lineales o angulares indistintamente); y las [
XK ] y [ A ] son las matrices de segundo orden de rigidez y
flexibilidad respectivamente, que tienen un significado fisico
de "deformacidn unitaria“ la primera Yy "esfuerzo unitario” la
segunda, pero en una y otra siempre 1los distintos elementos
son de magnitudes homogéneas.

Pues bién, se denomina tensor de segundo orden al conjunto de
magnitudes Aik:
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All Alz Al3 . . Aln
A21 A22 A23 . A2n
Anl An2 An3 . Ann
en el que las componentes All, A22, ....,Ann se llaman
principales o diagonales y secundarias el resto. Y se

denomina, analogamente,

tensor de primer

los

pP1

p2

Pn

escribiéndose simbélicamente Pi =

sando que el tensor de primer orden

del tensor de segundo orden Aik por el de

de otro modo:
nSi un conjunto de n? magnitudes,
tal que su producto
magnitudes homogéneas,
naturaleza,

Aik-Bk =

interior por otro ' 2
nos da las n magnitudes Pi de la misma

diremos que las Alk definen un tensor doble y

orden a cualquiera de

B1
B2

Bn

k=n
T [Aik-Bk] y expre-
k=1

Pi es el producto interior

primero Bk. O dicho

Aik, homogéneas entre si, es

grupo Bk, de n

las

Bk y Pi otros dos tensores de primer orden cada una de ellas"”.

Esto significa en el calculo:

Pl = A11-B1 + Al12:B2 + . . . . ¥
p2 = A21-B1 + A22'B2 + . . . . *
Pn = Anl-B1 + An2+'B2 + . . . . *

Aln-+Bn
A2n+Bn
[ 1]
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En particular, para n = 3, resultan tres ecuaciones y el
tensor Alk tiene nueve componentes. En este caso las
magnitudes Bk y PiI se pueden asociar, al tener tres
componentes, a dos vectores en un espacio tridimensional y el
tensor Aik se denomina, asi mismo, doble tridimensional. Para
n = 2, Bk y Pi son vectores planos { Aik es un tensor doble
bidimensional; si n =1, solo hay un valor para cada una de las
magnitudes, que son por eso simples escalares. Los vectores
son, pues, tensores de primer orden y las magnitudes escalares
tensores de orden cero. Para n > 3 los tensores BK y Pi se
denominan hipertensores en un espacio de n dimensiones; nos
limitaremos a hablar de los tensores simples y dobles.

Se denominan, respectivamente, tensores isbtropo (o escalar),
tensor unidad y tensor conjugado a los siguientes:

T 0 0 0
o T 0 ¢ (isbétropo: todas las componentes
= [ T] principales iguales y el resto
o o T 0 nuias)
o o o0 T
1 0 0 0
0o 1 0 0O (unidad: vector isétropo de com-
=[1I] ponentes principales iguales a
o 0 1 0 la unidad; se puede comprobar
que cualquier tensor simple por
c 0 0 1 el tensor unidad da el mismo
tensor, es decir, Bi = [ I ]-Bk)
All A21 . . . Anl
Al2 A22 . . . An2
C e e e e e e (conjugado o también transpues-
e 4 e e e e e e s to: el que sus componentes Akl
provienen del Aik)
Aln A2n . . . Ann
Si llamamos | A | al determinante del sistema [ 1 1, | Ak | al
que resulta de sustituir la columna k y Aik a los menores

adjuntos transpuestos correspondientes:
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aA1i1 Aiz . . . P1 . . . Aln
A21 A22 . . . P2 . . . A2n
n
| Ak | = | o o o o e e e e e e e =3 pi- A ik
i=
Anl An2 . . Pn . Ann
| Ak | n | Aik |
Bk = =z P1: ; llamando tensor reciproco a
N | a |
ik A ix ik
A = T—__T—— resulta Bk = A «Pi,
A

que procede de Pi1 = Aik-Bk

El1 hecho de denominarse reciprocos es porque su producto es el
tensor unidad, segun se demuestra en la teoria de
determinantes; es declir:

ik
A Aik =1
Un tensor doble tal que todas sus componentes Aik = Aki
(iguales todas las componentes secundarias simétricamente
colocadas respecto a la diagonal principal) se denomina
simétrico.

Si todas las componentes secundarias son nulas, el tensor se
denomina simétrico diagonal; el tensor isbétropo es un €aso
particular.

Si ocurre que todas las componentes Aik = - Aki, es decir, gque
las componentes opuestas son simétricas, se llama
hemisimétrico; en este caso, <COmo Aiji = -Aii; 2Aii = 0, los
elementos de la diagonal principal son todos nulos.

—p
Vectores afines.- Cuando un vector, %P se obtiene como
producto de un tensor T por otro vector se dice gue ambos
vectores son afines; es decir, si

pg ,
Qi = Tik-Fk
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Es el caso de los ejemplos comentados al principio con las
tensiones o deformaciones; para el casc de tensiones, en
concreto:

ox = onx-a + rxy*8 + tx2-T
oy = TXy*a + ony*B + 1yz-T
1z = 1x2'a + 1yz*B3 + onzT

Si los valores de ox, oy, ¢z coinciden en direccién con los
propios ejes de uf(a, 8, T) tendremos que ox = c:a, 0y = 0-8,
cz = o', es decir

o*a = dnx+a + TXy*B + tx2+'T |(onx-o)a + TIXy+*8 + txzIT =20
o8 = TXy*a + ony*8 + 1yz-T TxXy-a + (ony-g)B + ryz-I' =0
T = 1xz*a + 7yZ2*B + onz T rxz-a + tyz+B3 + (onz-o)I =20

El @ltimo sistema, unido a la condicibén de ortogonalidad de
los ejes, a2 + B2 + T? =0, permite calcular las incognitas a,
B, T',o de gran valor en la teoria de direcciones principales
de [fatigas ¥ deformaciones en Resistencia de Materiales o de
ejes principales de inercia en la Mecanica clésica. Sobre lo
primero remitimos al alumno gue estudie la materia citada; y
sobre lo segundo tendrd ocasién de comprobarlo en nuestra
misma materia. La condicién de compatibilidad del Gltimo
sistema propuesto:

onx = 0 TXY TXZ
XY ony - ¢ TYZ =0
TXZ 1y2Z onz - o

dara tres valores de o (valores principales del tensor gi),
que, sustituidos en el mismo sistema citado, proporcionaran
tres grupos de valores que definen las direcciones
principales, (al, B1, T1l), (a2, B2, T2), (a3, B3, T3).
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Transformaciones tensoriales.- volvemos a cefiirnos a un c¢aso

Concreto para hacer mas asequible el concepto; nos referimos

al tensor de inercia de un cuerpo, due se estudiari en
Mec&nica:

2 M Ixx =f(y2 + z2)dm Ixy =fxydm
Iyy =f(x2 + z?)dm Ixz =.fxzdm
@4‘1 Izz =f(x= + y?)dm Iyz =fy z dm
Iz
|
< WA Ixx  (-Ixy) (-Ixz)
/ tensor
_b/*- de inercia = (-Ixy) Iyy (-Iyz)
%~— ) (-Ixz) (-Iyz) Izz

Ocurre a menudo, en una transformacién de ejes coordenados,
tener necesidad de calcular el nuevo tensor tomando como base
el primitivo. En nuestro caso, & partir de los momentos de
inercia ya calculados, tener que calcular los nuevos respecto
a otros ejes girados, x'-y'-2z'. Sean ax'x, ax'y, ax'z los
cosenos directores de x' respecto a los primitivos x, ¥, Z; Y
ay'x, ay'y, ay'z, analogamente, los de Y' respecto de los
mismos primitivos. Se demuestra que:

Ix'x' = atx'x-Ixx + azx'y-Iyy + a?x'z-Izz +

+ 2-.ax'xcax'y: (~Ixy) + 2.ax'x-ax‘z-(-Ixz) + 2~ax'y—ax‘20(-1yz)

En general, para un tensor Aij (A11, Al1l2, Al3, A21, A22, ...)
la =~ anteior escritura se condensa, observando la ley de
formacién, en la férmula (k es la x!' de arriba; 1 =x, ¥, 2; ]
=x, Y, 2)

Akk = - £ £ aki-akj-Aij
J 1

Y de la misma manera para Ix'y' se obtiene la férmula
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- Ix'y' = ax'x-ay'x-Ixx + ax'y-ay'y-Iyy + ax'z-ay'z-Izz +
+ (ax'x-ay'y + ax'y-ay'x) (=Ixy) +
+ (ax'x-ay'z + ax'z-ay'x)(-Ixz) +

+ (ax'y-ay'z + ax'z-ay'y) (-Iyz)

que se puede condensar, como en el caso anterior y con la
misma nomenclatura, en (k es ahora x' y q es y'):

Akg = - Z Z aki-agj-Aij
j i

Como se aprecia, la segunda férmula condensada abarca también
la primera, si g = k.

Nota final.- Hemos pretendido solamente iniciar al alumno de
nuestra Escuela Universitaria Politécnica; no se pretende mas
profundidad del tema. Remitimos a& obras especializadas para el
estudio de derivacién, operaciones tensoriales superiores,
sistemas covariantes Yy contravariantes, campos tensoriales,
etc..



