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CAPITULO 11

METODO DE CROSS

Introduccién.=- El método de Cross, gue se expone a
continuacién, no es un método aproximado,, como muy
corrientemente sSe cree, sino un método iterativo, gque procede
por aproximaciones sucesivas; en cada caso el calculista
regula la exactitud a voluntad, cosa gque es linteresante
sefialar por su interés en tanteocs previos; y permite calcular
las incégnitas hiperestdticas con tanta precisidn como se
desee. Insistimog, es un método con una Justificacidén fisica
determinada. Si bien ha caido un tanto en desuso por el
moderno cdlculo matricial en ordenadores, noc es mencs clerto
gque presenta al alumno un mayor conocimientc fisico de las
estructuras al mogtrarle el fendmeno "por pasos", como "en
cdmara lenta", tal "como pueds suceder” realmente. Estimamos
gue es, por tanto, un método pedagdégico y formativo,
imprescindible para "entender". Ademds, que aun puede tener su
aplicacidén en cdlculo de despacho e incluso en algunos
programas de ordenadores preparados al efecto.

Consgsideraremos exclusivamente estructuras planas y sometidas a
cargas contenidas en su plano (la extensién del método de
Cross a estructuras espaciales no tiene hoy razdn prédctica de
ser); y entenderemos dichas estructuras constituidas por
barras (vigas y soportes) unidas entre si mediante nudos
rigidos. En principio, y por condiciones de continuidad de la
estructura y rigidez de los nudos, admitiremos que los ejes de
las barras que coinciden en un mismo nudo giran todos el mismo
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dngulo gque el propio naudo.

Serd necesario analizar previamente si, en la deformacién de
las barras de una estructura, los nudos solamente giran, sin
desplazarse ( estructuras Iintraslacionales) o si giran y se
desplazan simultdneamente (estructuras traslacionales).

En esencia, el método de Cross, como enseguida veremos,
procede por partes. Primeramente considera el efecto gue las
cargas realizan sobre las barras, impidiendc el giro de teodos
los nudos de la estructura. En una segunda etapa libera el
giro de los nudos. Y luego, si la estructura es traslacional,
en una nueva etapa analiza los desplazamientos.

Para exponer todeo le¢ cual seguiremos el siguiente plan: como
camino introductoric, y aungue n¢ sea propiamente el método de
Cross, se estudiard de entrada la barra doblemente empotrada:
Y. a - partir de ella, la empctrada-apoyada ¥ la
apoyada-apoyada, gue nos permitirdn definir los conceptos de
coeficiente de rigidez y factor de transmisién. Pasando luego
al estudio del método de Cross propiamente dicho y las
distintas etapas anunciadas.

Convenio de signos.- Como gquiera gque las estructuras tienen
frecuentemente varias barras coincidiendo en un mismo nudo,
para evitar confusiones con el sentido de los momentos de
extremo, en el método de Cross se adopta el convenio de
considerar aquellos positiveos si son sinextrorsum ( contrario
al de las agujas da un reloj}) y negativos si son dextrorsum
{coincidiendo con tal sentido).

Dibujaremcs, ademds, los diagramas de momentos en las barras
del lado de Ia concavidad, mds dintuitivo gque el convenio
cldsico. Ello equivale, si bien se considera,, y en las barras
horizontales, a cambiar el signo del momentc flector en la
izquierda y a mantenerlo en la derecha. Como aclaracidén y
recordatorio se dibujan a continuacién Iecs distintos casos
posibles:

4 —=1

L‘;\'r.l;ua\— covvee (1[\\'

V{%n [Lro
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.3.

La barra doblemente empotrada.— El elemento mé&s sencillo en
las estructuras de las gue enseguida neos vamog a ocupar es la
barra doblemente empotrada, sin posibilidad de giro algunc en
sus extremos, ni tampoco desplazamientos: son empotramientos
perfectoes, es decir, inalterables ante cualgquier accidn
exterior y cualesquiera que sea el valor de ésta.

(una fuerza vertical y un momento en

(3-t;\-—"”—_ E) cada extremo ) y no disponemos sino de
| X dos ecuaciones de la estdtica (EV = 0,
PL Fﬂ IM = 0) empleamos como ecuaciones com-—
plementarias las obtenidas mediante
Y . les dos teoremas de MShr, aprovechan-
v do gque las dos tangentes extremas for-—
man dngulo nulo entre si y que la fle-
cha entre ambas es asi mismec nula:

] l A Puesto gque tenemos cuatro Incdégnitas

Mx
(1) ==>» IV =0 (3} ==> 0 = @ab = dx
b E-I
a Mx
(2) ==> LMa= 0 (4) ==> 0 = Sab = x-dx
b E-I

Y para calcular la expresién del momento flector, Mx, a una
distancia x del extremo izquierdo, empleamos el método de
superposicidin: el fendmano figicoc puede lnterpretarse
partiendo de la viga isostédtica, gue después de estar sometida
a las accliones exteriores (diagrama de momentos isostdticos de
Ia figura agui méis abajo, que da un valor Mi a la distancia x)

Lo»=a!

}r
1
*1-——-___741%
=
-— 1
”_‘p-{__\ =

25
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se lleva a la condicién de empotramiento perfecto, aplicando
en las secciones extremas dos pares (u y u', de entrada
desconocidos avidentemente, pero de valores concretos para
cada solicitacién también concreta), los cuales deshacen el
gire libremente adquiridos por la viga isostdtica:

L - x x
Mx = Mix - g ~———— = py’'—
L

L
L Mix H L L - x g {L x
(37) ==> dx - — —_— dx - — dx = 0
I L o) E-T

0 E

L Mix H L L - x
(47) ==> x+dx - — — xedx -
a E-I L Q E-I
PR 7 X
- — x+dx = 0
L o E-I
La gran aplicacidn de estas ecuaciones, ademis de

introducirnos en los conceptos preconizados mds atrds (rigidez
Yy transmisidn) y que se estudian en pédginas siguientes, estd
en la consideracién de vigas de seccién variable. Por estar
igualadas ambas a cero, en caso de material dnico e inercia
constante, en las (3') y (4') se puede prescindir de E I. Pero
en caso de inercia variable, y para tener en cuenta esa ley de
variacidn del momentc de inercia, multiplicindolas por un
valor Io, momento de inercia de una seccién tipica, y llamando
al cociente IofIx =T (evidentemente, en vigas de seccidn
constante, T = 0), podemos analizar qué significa cada
integral y el simbolismo de escritura que Se va a adoptar:

Mix-To L
—_— dx = Mix-Tx-dx = (Mi+T)} ==> d4drea del diagrama
(e} Ix o de momentos isos-
tdticos modifica-
dos, 51 (3 de la
fig.pag.sig.)
y Io mismo:

(L — x)Io L
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L

x+TI0 L

— dx = x+*Tx+dx = (x+I')
0 Ix 0

son las dreas superior, S2, a Inferior, 53, numeros ¢ y 5
figura inferior,.

En cuanto a las integrales de (4°) representan cada una, y por
el mismo orden, el momentc estdtico de las dreas anteriores
respecto del eje por el extremo izquierdo de la viga, gue
representaremes respectivamente por (Mi+T), [x"*T)} ¥ [x+T).

0{3.: e inercia
vereble

YCI&cqu L - r
1 L4

[N

cizqrame wieites
e stfiees m:r[e_s"'u‘.r!c

ress jx'((\:)j v dx

(L i-.,!;,(j-..""’- b]

&7
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Queda, pues, finalmente:

H [T
(Mi*T)} = —— (x'*T) + — (x-T)
L L
resolviendo:
H M
[Mi‘T) = —— [x'T} + — (x+T}
L L
(M1-T) (x+T)
— [MiT) [x*T) [%x*T)(Mi-T}) - (x-T){Mi-T}
” = L = L
{x'-T) {x-T) [%T)(x"-T) = (x*T){x’'-T)
[x'-T) [x-T) (5)
(x°+T) (Mi-T)
~ [X°+T) [Mi-T) (%’-T){Mi*T) - [x'+T)(Mi-T)
M= L = L

(el mismo) [%T}(x"-T)

(x*T}[{x"T)

(6)

Estas férmulas (5) y (6) se pueden resolver analiticamente
(por ejemplo, mediante integrales, y en nuestro cuaderno de
problemas hay mds de un caso asi resueltc) o mediante cdlculos
griaficos aproximades. En el supuesto de gue, grifica o
analiticamente se conozcan las 4reas y los c.d.g. de las
figuras de la pdgina anterior (S1, S2, S§3, Gl, G2, Gi), es
decir, (Mi-T) = S1; (x'+T) = §2; (x-T) = 53; fMi+T) = S1-.d1;
[x'-T) = 82-d2; [x+T) = 53+d3; las expresiones anteriores se
simplifican del siguiente modo:

. 53-d3?+81 - 53-81-d1 51+¢d3 - dl1)
o= L = L (5')
53-d3-52 - 53-52-d2 52-¢d3 - d2)
e 52+51-d1 - 52-d2-51 S51+¢dl - d2) (6')
o= L = L
53+d3+82 - §3-52+4d2 53+(d3 - d2)
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Sencillc de aplicacidén es el caso especial de vigas de seccién
constante, es decir, cuando I’ = 1 y no existe modificacién de
dreas en la pégina anterior, gquedandoc (basta resolver las
integrales de cada caso):

L L
(x) = (x') = — ; [x) = [x?+dx = —
2 ‘f 3
L 2 L
dz = — ; d3 = — L 2 [X')=ﬁL—x)x-dx=—
3 3 6
o~ SI-¢dl - 2L/3} 2+51
H = L= (2L - 3-dl1) {(5°°)
(L2/2)(L/3 - 2L/3) L2
P SI-(L/3 - d1}) 2-51
u= L = (3+dl = L) (6°°)
(L3/2)(Lf3 - 2L/3) L2

Aungue sea asunto de la Resistencia de Materiales, cbsérvese
gue los valores de u y u' dependen, en general, de Jo/I =T, ¥y
por lo tanto la distribucién del material, algo gue no ocurre
en el isostatismo (compdrense las férmulas (5) y (6) con las
(5°7) y (6°°)}.

Las reaccicnes finales, evidentemente, por el principio de
superposicién de efectos, socn la suma de las Lisostdticas e
hiperestiticas correspondientes (y estas dltimas valen la suma
de pares divididas por la luz).

Merece la pena analizar aiun més el proceso de cdlculo: lo que
realmente se ha hecho, desde un punto de vista fisico, ha sido
considerar el diagrama de momentos isostdticos, Mi, con base
en la directriz de la viga, y de un solo sentido en general,
desplazarlo posteriormente hasta apoyarse en una nueva
directriz, definida en los extremos por las ordenadas de los
momentos de empotramientce. Es decir, se ha pasado de tener
momentos en un solo sentido, a tener momentos en ambos
sentidos, con lo que es evidente gue disminuye la ordenada
mdxima, y por tanto puede disminuirse la seccién de la viga; y
ésto se logra aungue mantengamos la viga de seccidn constante.
Pero si, ademas, 1la adaptamos a las condiciones de igual
resistencia, acarteldndola, obtenemos una menor seccién en el

39
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centro (los momentos mdximos suelen ser siempre en los
axtremas) .

Y entonces tenemos otros dos efectos favorables: 1°) disminuir
el peso propioc de la viga, y sus momentos correspondientes, y
mids en el centro, donde mayor es la influencia; 2°) atraccidn
de los momentos flectores hacia los extremos, como
ccnsecusncia de aumentar alli los momentos de inercia (esta
atraccién supone nuevo desplazamiento ascendente de la
directriz de apoyo del diagrama). En el limite se dan Ios dos
casos agui ilustrados (el de la derecha es lIa barra de rigidez
nula en el centro, desintegrada en dos voladizos de luz mitad):

N N

Respecto de las férmulas de p y u°* hay gue taner presente gue,
con diagramas isostfticos a ambos lados de la directriz
(momentos positivos y negativos) Ios valores de (Mi'T) y de
[Mi*T') se han de calcular con sus signos. Valga un ejemplo
daclaratorio:

4 iy

mea? meb2
51 - 82 = - =
2L 2L

B

faz - bi) = Mx , etc.
2L

+
ma/t | b

54
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La barra empotrada-apoyada; coeficiente de rigidez y factor de
transmisidon.—En la viga que ahora nos ocupa,refiriéndonos a las
ecuaciocnes de MGhr, no podremos
usar la primera, (& = 0), pero si
la segunda (flecha desde A, punto

1;__3i““1¢ fijo, hasta B nula} y con el va-
N lor de y = 0, sustituyendo en la
;§), 4" de la pdg.4:
E\\;égfh‘r",_«ﬂ”" "
1 L Mix g L x2
n& x+dx - — dx =0
0 E-I L 0 E-T

O S5ea, [Hi*I‘)-L = u’ [x-]_") ====>
—~ [Mi-T) 51-d1
M’ = ——— L = —— L
[ xT) 53-.d3
(4°7)

§i Io/I =1, 83 = L2/2, d3 = 2L/3

A 3-81-dl
pro=—

L2

5in embargo,el objeto de estudiar
este tipo de barra es avanzar ha-
cia el método de Cross, introduc-
ciendo dos conceptos nuevos, gque
alli se van a emplear constante-
mente{se ve gue desde el punto de
vista de cdlculo esta barra no a-
porta realmente nada nuevo).

Sea el caso de la barra que estamos estudiando pero sometida
al par esterior m en el apoyo:

m mex"’ [x'T)

1l
i
[
v

=
]
3
[
e
E|

_— (7)
L A [x'T)

Se observa que el valor de ' es una fraccidén de m y de su
mismo signo; y gque esa fraccidn es independiente de las
acciones exteriores, no dependiendo sino de las

A
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caracteristicas propias de la barra. Ese valor, que Ilamaremos
B, Yy que definiremos como coeficiente de transmisién,
representa la relacién entre el par transmitido y el aplicade.
Su cdlculo se efectda deducido de la misma férmula (7):

L
.f X*{L - x)~T-dx
[x'T) o 52-d2
A = = = (a)
[x-T) L 53-d3
x2+T-dx
0
L /6 I
en particular, paraI' = 1, ===> A= — = —

L /3 2

Si ahora empleamos la primera ecuacién de M&hr (ecuacidn 3' de
la pdg.4 con u=0), ésta nos permitirf calcular el 4dngulo ®
girade en el apoyeo y deducir de él otro importante concepto:

L mx’ L mAx m
a ='I‘ dx —J. dx = [(x'+T) = BfxT)] ===>
0 EIL 0 EIL E-Io*L
m E-Io-L
k= —— = (%)
<] (x'-T) —-P(x-r)

E-To+-L-d3
o también, para drea y c.d.g. conocidos: k =

52(d3 - d2)

Observamos gque la relacién entre el momentoc aplicadoy el
dngule correspondiente girado es funcidn, asi mismo de las
caracteristicas de la barra, y a esa relacién se la denomina
coeficiente de rigidez: una gran rigidez necesita un gran
momento para una determinada deformacién angular, ©, mientras
gque una pequefla rigidez serd lo contrarioc. Se verd gque expresa
el mismo concepto que la rigidez del resorte (F = k-x) o gque
la rigidez mds amplia definida en el cdlculo matricial.

E+Jo*L 4*E-Io
Para TI' = 1, gqueda k = =
(L?/2) - (1/2)(L?/2) L
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Para las mismas consideraciones dichas en la barra {oblemente
empotrada, resulta evidente aqui el acartelamiento el a4,
del empotramiento: el diegrama de momentos 1isostdiicos g
desplaza, cruzando la directriz, llegande en la ordeiada ge;
empotramiento hasta el valor u’.

Es evidente gque disminuyen Ios momentos flectores ip go;
centre, lo cual nos permite reducir material y mowpntps
flectores del propio peso, pero ahora resulta menos eviente
gue el momento de empotramiento suela ser el mé&ximo.

Digamos finalmente, gue esta viga, en funcidén de los nuugg
conceptos introducidos, se puede calcular también

superposicién mediante el siguiente esquema: or
il o
4 7
4 ol V=7 B
r o o —
ﬁ’ F‘ H \J'Ffu A

—~— AN
Ho = p + Beu’

Nota.~ Remitimoz al alumno a nuestro cuaderno de problemas, en
donde se hace un ejemplo prdctico, basado en la obra de
Ferndndez Casado, del cd&lculo de las caracteristicas de vigas
acarteladas (cdlculo de los valores de k y 83)

La barra con empotramiento eldstico: giros y desplazamientos.-
En el método de Crcoss entra en muchos cdlculos, como se verad
en su moento oportunco, el estudio de empotramientos no
perfectos, sino eldsticos; en general, y realmente, é&stos
serdn los empotramientos que mds se presentardn en una barra.
Al actuar l1las acciones exteriores sobre una barra, las
condiciones de sustentacidn permitirdn ciertos gires o ciertes
deslizamientos de las secciones extre-

9- , mas,o ambos casos a la vez,comoc se ob-

/ ' serva en la figura adjunta; o incluso,

a veces,la solicitacidén exterior podré

' - I3 - -

.9 ser precisamente gireos o deslizamien-
/ tos (casos de comprobacién de una ba-
A rra, a posteriori, en la que se com-

prueba ese giro o ese deslizamiento).
' Ocasiones habrd que esos giros o des-
lizamientos neo sean conocidos, y otras

43
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veces gque si. Supondremeos que siempre son datos del problema
para facilitar la exposicidén y en vcada vcaso particular se
expondrdn las particularidades necesarias. Se estudiarén
primero los gircs, luego los deslizamientos, y finalmente las
acciones simultdneas.

Giros de las secciones de empotramiento.- Partimos de una viga
sometida a ciertas acciones exte-
riores; la supondremos en princi-
pic perfectamente empotrada,sien-
do u y u’' los momentos correspon-
dientes a aguellas acciones (fi-
gura a adjunta). Podemos aplicar

(q) el método de superposicidn y rea-

lizar el estudio por etapas; en b

(4 ﬁ) el empotramiento lzquierdo, y por
d"“‘\‘\ﬁ____#,,/"1§ causa de u, gira un &ngulo @, gue
e ‘J equivale a suponer un momento k8,

gsiendo k la rigidez de ese extre-
mo,y debiendo transmitirse al ex-

%? tremo derecho, segun lo visto an-

e (@) tericrmente, un momento kAB.Si en
ékr el extremo derecho (figura c¢) por

f E’-.) causa del momento u’, se produce

a la izquierda el momento k'f8°6-
(en general k y k',3 ¥y 8’ no tie-
G;) L nen porqué ser iguales). Puesto

3 *luego” un giro @', eguivalente a
kp‘a— otro momento k'©°, se transmitiri
1
?

| gque el fénomeno real se produce
k& simultianeamente, habrd gque sumar
todos ios efectos sucesivos.

N
SR
\

! ‘9. - Aclaremos ya para lo sucesivo gue

) = cada rigidez serd siempre la re-
lacién entre el momento equiva-
lente en la extremidad liberada
para girar y el dngulo girado por
dicha extremidad; y lo mismo cada
factor de transmisién.

Sumando, pues, y considerando signos implicitos (en cada caso,
los momentos serdn coincidentes en sentido con los giros
correspondientes):
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izquierda derecha
(a) ===> H K’
(b) ===> ko kio
(c) ===> k''er ko’
total M=u+ ke + k’3'0" M = u’" + k@A + k'6”°
Entre k, k', 8 y B’ existe la relacién kB = k’'B’', pues, segin

el tecrema de Maxwell, cada productc representa el momentco del
par gque aparece en una extremidad cuando se produce en la
opuesta el giro unidad (de todos modos, en vigas simétricas se
cumple evidentemente que k = k’, 8 = 8’). Por tanto:

M=+ k(@ + 30°) M' =y’ + k'(8" + 3'9)

Deslizamiento de las secciones de empotramiento.- Aplicando la
misma forma de proceder anterior,
y resolviendo también por etapas
sucesivas, podemos suponer gque se
realiza primero el deslizamiento
sin deformacidén, girando la barra
(primera figura)un dngulo & = /L
y reintegrdndolos después en otra
posterior etapa mediante giros ©
en cada extreme, hasta su posi-
cidén primitiva (segunda figura):

ko k&8
k'@s’ k'@
ul = k® + k'9f8" = kO + kG =

k (1 + B8)-A/L ;

andlogamente u' = k’ (1 + 8 )A/L

45



46

TEORIA DE ARCOS Y METODO DE CROSS APLICADOS AL CALCULO DE ESTRUCTURAS

para vigas de seccidén constante,

4-E-I 1 A E-I A
H=p" = (] 4 ——) — = ————
L 2 L L2

Caso general.-Si exjsten gires, ©® y ©', y deslizamientos,
{relativo entre una extremidad ¥ otra, que iguales
deslizamientos en ambos extremos no producen deformacidn,
evidentemente), ademds de acciones exteriores, gque producen
momentos de empotramientc perfecto, p y u', tendremos la suma
de todos los casos tratados anteriormente:

=
n

u+kfoe+per+¢1+4 )-8,

o
|

= u'+ k'f o'+ 80+ (1 +8)-b/L

y en caso de vigas de seccién constante

4+E-I
M=u+ ——— 80+ 1/2:0" + 3A/2L )
L
4+E-T
M= p'+ ———— (@*+ 1720 + 3A 2L )
L

Recordemos que, conocidos M y M, la suma de los diagramas de
momentos isostdticos (Mi) e hiperestdticos dan el diagrama
total; y lo mismo respecto de las reaccciones.

Mds adelante se estudiard la viga gque, unida a un entramado,
posee empotramiento semirigido, asi como las caracteristicas
mds completas de la viga de momento de inercia variable.

La barra doblemente apoyada.- Se pretende agqui solamente
ampliar el conceptoe de rigidez, tal y como antes se ha
definido, al c¢aso del apoyo doble; segin se estudia en
Resistencia de Materiales y por aplicacion del método de la
viga conjugada, se obtiene
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m
X 1/2.ml 2
& i — 1
v 1 3 m-I
2 = = =
E-I E+I 3-E-I
Ly
&
T m I*E-I
3 ‘! luego K= — = A =0
- <] 1
@=Lml
v ¥
2.10.-
Cuadro resumen.- Para uso del alumno, exponemos un resumen de
todo lo tratado hasta agqui y para el caso de barras
exclusivamente de momentos de inercia constantes(® =1, = 1):
tipo de barra rigidez oy u° v y Vv
V5 3-E-I
A B k = m o] V'=s ~V= m/l=
NIz L
* 1 3-E-I
v ' k- =0 =
¥ L2
[ ]
e a gl 4-E-I 3m
{- ) k = m y' = Vi=z =V= =
L 2L
1 1 2+E+T 2«E«I 6+E+T
V V' k' = = -
L L L2
6+E+I
k =k’ = M= pu’ = V= -V =
L2
E+E+I+p 12-E+T
L2 L?
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2.11.-

Desplazamientos: grado de traslacionalidad.- Como se anuncié
en la Introduccién, pdg. 2, el método de Cross analiza si los
nudos de la estructura, ademds de girar por desequilibrio de
los distintcs momentos actuantes, procedentes de todas las
barras que concurren en aquél, se desplazan. Si los nudos se
desplazan, es decir, si la estructura o alguna de sus partes
se desplazan, la denominaremos traslacional: e intraslacional
en caso contrario.

ElI gque una estructura se desplace 0 no es una caracteristica
de la propia estructura, de su concepcién, y e8 independiente
de las cargas 2 gque estd sometida. Al numero minimo, p, de
pardmetros del gue dependen las posibles traslaclones de todos
los nudes se denomina grado de traslacionalidad.

El grade de traslacionalidad de una estructura continua es
igual al grado de dofeormabilidad del mecanismc en gue se
transforma 1la estructura al suponer las barras articuladas en
sus extremos. Por lo tanto, si la estructura tiene "GL" grados
de libertad y "C" coacciones, la diferencia serd su grade de
traslacionalidad, "GT": :

GT = GL - C

Segun que sea GT > 0 o GT < 0 la estructura seré traslacional
o intraslacional; en este ultimo caso, al suponer las barras
arcticuladas en sus extremcs, sSe obtiene una estructura no
deformable en lugar de un mecanismo.

En un sistema plano cada barra posee tres grados de libertad
(x, y. ©); si el sistema tiene b barras, GL = 3b. Cada
articulacién interna a la estructura, si sobre ella concurren
n barras, ejerce 2n - 2 = 2(n - 1} coacciones; y si pertenece
a una base fija ejerce dos coacciones; el gue una estructura
tenga barras en voladizo no afecta a sus posibles
traslaciones. Asi podemcs calcular el grado de
traslacionalidad de una estructura. Sirva de aclaracién el
siguiente ejemplo:

3
|
3
N |
q\
r
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b=19 ; GL = 3-19 =57 ;
C ===> pudos I y 4, 2+2(2 - 1) = ¢
~ 2,3,5,8,9,10,11 y 12, 8-2(3 - 1) = 32
" 6y ?7 2:2(4 - 1) = 12
. 13 y 14 2-2 = 4
52

G = GL - C = 57 - 52 = §

en efecto, los posibles movimientos son:

Lo SN

/
3!

“‘\.___/ Q ]
Y ~—l % o
TS b ol ] e

A veces, ademds de lo que antecede para conoccer el grado de
traslaciconalidad, es conveniente encontrar los posibles
desplazamientos, por clasificacién segun su origen, de una
forma prictica:

1°).~-Desplazamientos conocidos a priori (variaciones de
temperatura, asientos de apoyos, retraccién en el fraguado del
hormigén, etc.).

"fl 35. IE. e‘

e

E:
P

W T bz
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Digamos que son datos de cada problema, valiendo los momentos
2 causa de tales desplazamientos u = u'= 6EI /L?. Y digamos
también, viendo los ejemplos de la pdgina anteriocr, gque se
comenzard por considerar momentos locales en ciertas barras,
aguellas gque sufren flexién "diréctamente"; claro gque, como
veremos, todas las demds barras resultardn afectadas “fisica o
indiréctamente*, por lIa solidaridad del conjunto y se
introducirdn lag ecuaciones analiticas correspondientes.

2°).-Desplazamientos desconocidog, perc dependiendo diréctamen-
te de lags fuerzas exteriores (por ejemplo, desplazamientos
laterales por la accién del viento); o bien dependiendo de
esfuerzos canalizades por la estructura (es decir, como
consecuencia de variaciones de longitud en barras de la propia
estructura).

VYT

ﬂr

£ - E_—Ek:jlh
W

ARV VY L AAAAA A AAY LA A AT
® ( ”

En los dos ejemplos primeros es ciertos gque hay tracciones y
compresiones, pero podemos considerar que en una primera etapa
hay  desplazamientos y, como consecuencia, habra luego
acortamientos y alargamientos; mientras gque en el ejemplo de
la derecha los acortamientos Y alargamientos acurren
"diréctamente*®, como consecuencia de las fuerzas, y los
desplazamientos son realmente consecuencia de las tracciones y
compresiones; ademds, en este casc se determinan primero los
esfuerzos longitudinales (Cremona o similar} y lIuego los
desplazamientos.

3°).-Desplazamientos laterales de una estructura por no haber
simetria geométrica o eldstica; se ve en el ejemplo siguiente:
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2.12.-

2.12.1.

(2 . fu-. 7 T T

pl + u2 u3 + ud
Fl = — P Pm— F2 = — Fl = F2 , FI - F2 =T
h h
4°),~Finalmente, desplazamientos por barras curvas o

combinaciones de barras rectas gque eguivalen a estructura en
arco; o por falta de apoyos.

-
—-—-/
V
TR ar i

Exposicidn del método de Cross (método indirecte).-Como se ha
dicho, el método de Cross no es um método aproximado; sino un
método gue va transponiende lo fisico a lo matemidticoc por
etapas y por reiteracidén.

Se parte de una estructura virtual con nudos absolutamente
rigidos, calculando Ios momentos de las cargas exteriores (sin
giros ni desplazamientos), es decir, los llamados momentos de
empotramiento perfecto; llegando luego a 1la estructura real,
deshaciendo por etapas esa rigidez, permitiendo sucesivamente
los gircos y los desplazamientos.

En general, se consideran cuatro etapas, aungue a menudo serdan
suficientes dos, dependiendo del cardcter intraslacicnal de la
estructura; en seguida se irdn viendo los diferentes modos de
operar.

Etapa primera.-"Nudos absolutamente rigidos y sin desplazamien-
tos en toda la estructura”. Las barras se consideran completa-

51
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ARV SR s o

2.12.2.

Etapa segunda.-

S e Ea |

b Y

@)

mientos
pero no los desplazamientos; y se van a liberar sucesiva ¥
ciclicamente hasta alcanzar el equilibrio definitivo.

impedidos*

Ml = kI-@
M2 = k2'©
EMi = - Tul = 6-3ki

mente incomunicadas y en condiciones de em-
potramientos perfecto en sus dos extremos.
El cdiculo se limita al de los momentos de
empotramiento perfecto debidos a las cargas
exteriores. Légicamente, si no hay acciones
exteriores propiamente dichas, sino accio-
nes indirectas (vieato, por ejemplo),aumen-
to de temperatura, asientos, etc.,esta pri-
mera etapa y la segunda no existirin (u =

=’ = 0 en todag las barras).

“Nudos en libertad de giros perc con desplaza-
. Es decir, se van a permitir los giros

Al Iiberar un cierto nudo, el A, por ejem-
plo, de la figura anterior y al considerar
restablecida la intercomunicacién entre sus
barras, ocurrird normalmente que la suma de
momentos en el nudo no sea nula (tui = 0 en
general) y el nudo girard buscando el equi-
librio y en el sentido gue le imponga tal
suma. Evidentemente, si ZIui = 0, no habri
giro en ese nudo determinado.

El giro del nudo concluird cuando se haya
restablecido el equilibrio, cuando Ia suma
de momentos vuelva a ser nula;lo cual indi-
ca el considerar un momento eguilibrante de
valor -Zui = Mt, gque significa fisicamente
la aparicién de unos momentos resistentes
en cada barra del nudo, Mi, y cuya suma es
la openente, IMi = Mt = -Tui, Pero,debido a
la indeformabilidad del propic nudo, todas
las barras girardn el mismo dngulo,®. Y ca-
da momento Mi de barra estard ligado con el
dngulo girado mediante su propia rigidez,
ki, de tal modo gque Mi = ki-®; bastard aho-
ra realizar un reparto proporcional

-Bpi
Mi = ———+ki = -Zui-ri , siendo
Tki
ki
ri =
Zki
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1.12.3.

Los distintos ri se denominan coeficientes de reparto y esti
claro que Iri = ] en cada nudo, siendo log numercs por los gue
se ha de muntiplicar cada -uyi para obtener el egquilibrante de
cada barra en el nudo consideradc.

“&qut No obstante, con éste no concluye la etapa,
Fi sinc qgque solamente gueda equilibrado el nu-
do tratado; la actuacién de estos momentos,

_ Mi, en cada barra implica la aparicidén de

ol Qtros, transmitidos, en lIcs extremos opues-
i/ ~ p tos de cada una y de valor Bi-Mi;por consi-
[
.

¥y \i‘.l guiente, una vez equilibrados todos los nu-

""" dos y transmitidos todos los correspondien-

// tes a los extremos, los nudcs restarin nue-

vamente desequilibrados, lIo cual obligard a

nuevos reequilibrios y transmisiones,en una

Fvﬁ~M* sucesidn fisico-matemdtica,gque se demuestra
convergente .

Respecto al corden pridctico, puede equilibrarse primero ¥y
transmitir después, o ir equilibrando y transmitiendo
sucesivamente, de nude & nudo, comenzando por el m&s
desegquilibradoe, y en un ciertec orden organizative; es decir,
teniendo en cuenta en vcada nudo no solo leos momentos gque
proceden de la etapa primera, sino los transmitides de nudos

anteriores. Este segundo procedimiento es de mis rdpida
convergencia.
5i la esgtructura fuese intraslacional, al no existir

desplazamientos, con el final ciclico de esta segunda etapa,
alcanzando el grado de aproximacidn requerido, termina el
proceso. Por lo tante, se ha debido comprobar antes del
comienzo si GI' <« (0. Ademds de calcular previamente, y para
esta segqunda etapa y las siguientes, si las hubiere, las
rigideces y coeficientes de reparto y transmisién de toda la
estructura.

Supuesto GT > (0, es decir, la estructura traslacional, se ha
de pasar a la siguiente etapa:

Etapa tercera: estado fundamenral y estados paramét.. ..o
.—"Nudos desplazables, pero no giratorios”. Van a permitir el
desplazamiento de lIos nudos perc de tal modo que las barras en
sus empotramientos se mantengan paralelas a si mismas. Es
decir, se van a presentar desplazamientos locales y sus
correspondientes "momentos de empotramiento local”. Desde el
punto de vista fisico eaesta etapa tercera es idéntica a la
primera ya estudiada: en la primera se consideraban acciones
exteriores y los momentos que producian, en la tercera se
consideran los desplazamientos y los momentos que producen. Y,
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adelantandoe ideas, la segunda y cuarta serin figicamente
egquivalentes, permitiendoc cada una de ellas los giros de los
nudos de las etapas anteriores respectivas.

Volviendo a los desplazamientos, y una vez estudiade el grado
de traslacionalidad, de la clasificacidén realizada mds atrés
(pdgs. 16 a 13) se ve gque pueden agruparse, a sSu vez y a
efectos de esta etapa, en: unos originados por deformaciones
Iongitudinales (variaciones térmicas, retracciones o esfuerzos
longitudinales), otros por deformacicnes transversales (por
propios desplazamientos, perc sin cambio de longitud en las
barras).

En realidad, el medo de proceder en ambos casos seré el mismo,
como en seguida se verd.Pero para
el primer grupo los momentos lo-
cales se calculan sin dificultad:
las deformaciones longitudinales

A afectan transversalmente a otras
barras (por sencillas considera-
ciones geométricas) y, entonces,
basta aplicar:

(10)

A 6EI+A

pHi = pi® = k(1 + 73) ; yparal' =1 , pi = yi’' = ———
1i 132

Para el segundo grupo se debe aclarar primeramente gue la
hipétesis de intraslacionaljdad considerada en las etapas
primera y segunda eguivale, en realidad, a introducir unos
apoyos ficticios, que impidan tales desplazamientos.Puesto gue
el método de Cross procede por etapas, lIlo gque se considera es
el estado real de la estructura descompuesta en una serie de
estados componentes, sumados por superposicidén; véase el
ejemplo superior de la pdg. 17, en donde se analzan Ios
posibles movimientos.

En aguellas figuras la primera es el llamade estado
fundamental: se consideran solo las acciones exteriores (no
dibujadas) sobre la estructura, & la cual se le ha impedido
toda traslacidén de sus nudos; estd claro gque el impedimento se
ha conseguido con apoyos virtuales, scbre los cuales se habran
acumulado acciones de reaccidn a determinar; y habrd tantos
apoyos como sea el grado de traslacicnalidad (cinco en nuestro
referido ajemplio).

Los restantes estados son los lIlamados estados paramétricos,
uno por cada apoyo virtual. Si cada desplazamiento
8§1,82,.....,5p se considera de valor arbitrario, desconocido
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en principio, el estado real, Er, serd, por el ya dicho método
de superposicidn, la suma del estado fundamental, E(II), y de
los paramétricos, E{(IV'), E{IV''},4se.., afectados de ciertos
coeficientes de proporcionalidad, a, 8B,....; es decir:

Er = E{II) + «-E(IV') + B-E(IV'') + +un-...

y 1lo mismo Ios momentos correspondientes, Mr = M(II) +
aM(IV'}) + B-M(IV'") + ....., en donde se ha adoptado una
nomenclatura paralela: Mr, M(II), M(IV'), M(IV’'’').... son los
momentcs de extremo del estado real, del fundamental y de los
paramétricos respectivos.

El estado fundamental, etapas primera y segunda yva estudiados,
se calcula, al rconsiderar la estructura intraslacional,
mediante las cargas exteriores y los correspondientes momentos
de empotramiento perfecto y luego la libertad de giros.

Para el cdlculo de los momentos paramétricos procederemos
también mediante dos etapas, similares a las dos primeras,
como se dijo més arriba: en esta tercera etapa se han de
suprimir los apoyos ficticios; o lo gque es lo mismo, dejar en
libertad las fuerzas acumuladas contra esos apeyes. Entonces
se trasladaridn los nudos, preoduciéndose desplazamientos
relativos, gque, como estamos en la hipétesis de movimientos
locales, sin giros, eguivalen a movimientos relativos de las
secciones extremas.

Si conociéramos los desplazamientos 81, 52,.....,58p,
tendriamos exactamente los momentos locales (férmulas (10));
pero en la mayor parte de las ocasiones ni se conocen €505
desplazamientos a priori, ni interesan.

En esta etapa tomaremos uncs desplazamientos ficticios,
proporcionales a los ccoceficientes desconocideos a, A,....; ¥y en
la cuarta volveremos a dejar en libertad de gircs, semejante a
la segunda. Las ecuaciones de desplazamientos gque allif
plantearemos expresardn que la estructura, alcanzada su
posicidén de equilibrio, habrd anulade las fuerzas de apoyo,
tal y como se explicé en el equilibric de los nudos.

En la prdctica, y para el método indirecto (*), se van
liberando los nudes uno cada vez, sucesive e
independientemente, constituyende cada liberacién un estado
paramétrice; y se van calculande todos los momentos locales
por consideraciones gecmétricas de la estructura, en funcién
cada estado del correspendiente a, B,.....

(*).-S5e explica este método por ser el de mds facil
asimilacidn.
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2.12.4

‘Etapa cuarta.- Como se dijé, esta etapa es equivalente desde
el punto de vista fisico a la segunda; es decir, se vuelven a
dejar en libertad de giros los nudos de la estructura, gque
estardn en general desequilibrados después de calculados los
de desplazamientos; y habrd gue realizar tantas etapas cuarta,
de equilibrados de nudcs, como estados paramétricos haya, una
por cada estado (repetimos gue cada etapa de estas cuarta es
independiente de las demés).

Un ejemplo aclarard la forma de plantear las ecuaciones, al
mismo tiempo que justificar8 sSu porqué fisico:

F, R & %
o (2ONGA AN AIIAAASANY 1 g
i ]
! | i !
. T{eeyd) |
F. ! A
L PP i
|
Ten]
IJH' s (X3 Eryxrs a e
I ' 1"

Se han representadoe per T(II,l) y T(II,2) los momentos finales
de la etapa segunda y en cada piso; RI Y R2 representan las
fuerzas de reaccidn contra los apoyos ficticiocs.

De forma similar, IV' es el primer estado paramétrico y IV''

‘el segundo; y se han representado los momentos finales

correspondientes. Alcanzado el egquilibrio en cada estado, cada
uno se ha desplazado por la accidén de su correspondiente Ri.
Por superposicidn, y considerando lag fuerzas de corte de cada
piso:

]
(=

pilso I° ==> Fl + T T(II,1} + a+*% T(IV',1) + B+ T(IV'',I)

]
(=

Piso 2° m=mm> F2 + B T(II,2) + a*L T(IV',2) + B-E T(IV'’,2)

£n general, se resolverd un sistema de p ecuaciones (una por
cada accidn de corte, sean "pisos* reales o direcciones contra
apoyos) con p incégnitas (cada coeficiente de proporcionalidad
a, B,...).
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2.12.5.

Las acciones de corte en cada caso se recuerda gue son siempre
de la forma

3 i Fals
‘T‘k Psk 3 ul + u2 ul +u4g
h T =2z + + .
t bt ) B4 h h
i s N

Resuelto el sistema y hallados a, A,...., los momentos finales
son, evidentemente, comoya se dijo

Mr = M(II) + a-M(IV') + B-M(IV'’') + .....

En la actualidad, con el uso de programas especiales de
cdlculo, no tiene dificultad la resolucidén de los sistemas de
ecuaciones, que en otras épocas se habjan de resolver por
aproximaciones sucesivas.

Comprobaciones finales.- En el método de Cross peqgueflos
errores de cdlculo (en la transmisién o en el equilibrado)
influyen generalmente poco y suelen guedar compensades en el
proceso global. No obstante, son convenientes algunas
comprobaciones, gue aseguran el resultado correcto y aun
sirven para concocer la aproximacidn lograda.

1°) En primer lugar, han de anularse en cada nudo la suma
algebraica de todos los momentos extremos de barra. 5i ésto se
verifica, la reparticién ha sido correcta, pero puede no ser
suficiente,

2%} Pudiera haber habido errores en los traslados; una nueva
comprobacién la tendremes en la igualdad de dngulos en cada
nudo, en los dngulos girados por cada barra (y, por tanto, por
el nudo). Se comprueba asi:

M =pu+ k9 + R'O0'f8'= yu + k(O + 8"3)

4 ¥ M= u+ k'O'+ ke©-fi = u’+ k' (@°+ @+3")
7f kp:-H@'

resolviendo:

M-u = k0 + k B0

M- u" = k'+B @ + k' -0°

57



55 TEORIA DE ARCOS Y METODO DE CROSS APLICADOS AL CALCULO DE ESTRUCTURAS

M- u kB
k-5
M= u: k-’ (H_“).kr_ (M'_HI)_kI.B!
8 = =
k kB kek'~(1 - 8-B")
k' k-’
(M - u) - (M- u’ )i’
e =

k(1 - B-8")

3°) Finalmente, para comprobar si

se ha resuelto bien el

problema de los desplazamientos, basta cortar per cualguier

direccién, viendo si existe eguilibrio
y esfuerzos transversales.

entre fuerzas actuantes



