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2.13.-

Simetria y antimetria.— Cuando una estructura es simétrica o
tiene acciones exteriores simétricas o antimétricas, puede
usarse de simplificaciones importantes en el cdlculo,
reducciendo las operaciones a la mitad de la estructura.

En una estructura simétrica con acciones exterliores simétricas
los momentos de empotramientce del estado fundamental serdn
simétricos; Y lo miLsmo ocurrird con los momentos de
desplazamiento transversal, ya gque las posibles traslaciocnes
de los nudos en los estados paramétricos han de ser también
simétricos.

La cual significa que, tanto en el estado fundamental comeo en
los paramétricos, los momentos desegquilibrados iniciales son
simétricos. 51, para no romper el equilibrio simétrico en los
sucesivos cicles, se libera cada vez un nudo y su simétrico,
apiicando pares simétricos, M y -M, el efecte va a ser definir
una rigidez global del proceso, rigidez virtual de simetria,
ks, de las barras que atraviesan el eje de simetria.

Estructura simétrica Estruc. equivalente
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Estd claro gque, por las mismas razones de simetria, los nudos
scbre el eje no giran. las barras comoc la I-2 tienen sus
extremos empotrados en el eje, no variando sus rigideces (pero
pudiendo tener desplazamientos a lo large de dicho eje). Las
barras sobre el eje, como la 8-13, no se deforman y se puede
suponer s5u regidez infinita, no considerdndose en la
distribucién de momentos.

Por analogia, en una estructura simétrica can accjiones
exteriores antimétricas lIos momentos de empotramientos del
estado fundamental serdn antimétricos; y lo mismo ocurriria con
los de desplazamiento transversal, al ser las traslaciones
antimétricas. Al liberar ambos nudos en una barra que
atraviese el eje de simetria hemos de aplicar pares
antimétricos, M y M'= M; y se definird otra rigidez global,
rigidez virtual de antimetria, ka.

Estructura simétrica Estruc. egquivalente
i
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M= k9 + k'+@"'8" = k{1 + 3)@
ka = k{1l + B3) ; A =05
barra central 4-5 para = ] ; ks = 1'5-k

Los nudos de barras sobre el eje estdn scometidos a pares M y
M'=M, antimétricos, de un lado y otro de tal eje; para reducir
la estructura a lIa mitad se ha de considerar wuno solo de
agquellos pares en cada nudo (reducir a la mitad el momento
aplicado), pero las barras como la 8-13 se han de considerar
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2.14.-

con rigidez mitad y, al final, duplicar los momentos sobre
cada nudo de estas barras. Respecto a barras como la I-2 el
extremo 2, por antimetria, es egquivalente a una articulacidn ¥
su rigidez global se calcula mediante el siguiente procesa:

Como se sigue en las sucesivas
figuras adjuntas,si u y u’son los

© g p momentos de empotramiento perfec-
2 ‘f to debido a acciones exteriores,
¢ g basta considerar po = u - 'y’ en
e el lado empotrado para no traba-
ol 3 jar con el del apoyo. Y se ha de
ot utilizar una rigidez virtual kv =
# ‘R“P‘I'" g = k(1 - B-A’) para no tener gue
~ ! transmitir egquilibrar en cada
fnall 30 ¥
}%/ o transmisién al apoyo.
-RE AP
& RP— Digamos para concluir que, cuando
E L una estructura es simétrica con
¥
h(l— )3 _ h;P cualquier tipo de solicitacidn
Pﬁ Qi exterior, siempre se puede resol-
Yo k(l‘ ,) c ver mediante la superposicidn de
B PP un estado de cargas simétrico y
poe §= b, szﬁﬁih, otro antimétrico,que se resuelven

por separado.Si es GT el grado de

traslacionalidad, tal gserid suma
del grado de traslacionalidad simétrico (GTS) ¥ del
antimérrice (GTA), © sea

(GT) = (GTS) + (GTA)

La ventaja de esta descomposicidn estriba en la simpljificacidn
que se cohtiene, al efectuarse en cada caso sobre la mitad de
la estructura; ademds, que se consigue mayor sistematizacidn,
procedimiente mds repetitivo; y una nueva economia, que en
lugar de resolver un sistema de p ecuaciones con p incdgnitas,
se desglosa en dos sistemas mencres, uno de ps y otro de pa
gcuaciones con el mismo numero de incégniras cada une, tal gque

ps + pa = p.

Otras simplificaciones.- Se van a dar una serie de
simplificaciones, gque a veces se utilizardn solamente en casos
concretos y a veces sSe considerard si la simplificaciédn
obtenidaa base de complicaciones en el «cdlculo ahoga la
senclllez y reiteracidén del métode de Cross. El alumno deberd
hacer su propia seleccidén y son solo un elemento de trabajo a
utilizar cuandc convenga.

o1
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2.14.

l1).- Barras acodadas: Consideremos dos barras acodadas,
tipicas de los pdrticos con dintel a dos aguas. Se trata de
calcular la regidez virtual del extremo A de la figura, sin ne-

H‘n:h‘\?:"’ k\?ﬂfb
"':l'g-*“:?'fj} 9. REE

b

hlc = \'\:; P, ' n‘Qk'ﬂ
rh*‘%‘ o]
M- - M B!
1 1 k‘rk‘o '
k :.k‘(i- _ELEjg)
1 \ k“*h:a

cesidad de redistribuir y equilibrar con el resto; supuesta la
barra OB libre de acciones exteriores y la OA sometida a
acciones tales gque producen 4ngulas ©l y ©l°, el reparto se
indica en la figura superior. Para los valores particulares,
comunes en porticos, ko = k1l = kl'y B = fA'= 172, resulta kv =
= 7/8+ kI'. De modo andlogo se podria calcular la rigidez
virtval en el nudo 0O, cociente de M1/01.

8i es un conjunto de barras ra-

R diales partiende de O, la rigidez
virtual en A es, por generaliza-
" cidn
AR i, kl-8-8"
" iy kva = kl1'+|1 = ~owme—
ne A T ko
lﬁ

siendo £ ko la suma de todas las
rigideces concurrentes en 0.

o

2).~ Pdrticos rectes: Aplicando las simplificaciones ae
simetria y antcimetrfa al pértico de la figura en la pdg.sig.,
se sigue el proceso de cdlculo indicado. Se aprecia la gran
ventaja de hacerse el reparto de una sola vez y, de paso, de
calcular los valores exactos.

Aclaremos que fuerzas horizontales suyponen antimetria, lIo
mismo gque el asiente de un apoyo {por desplazamiento),
mientras que variaciones térmicas son simetria.
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3).-Vigas continuas: En ellas tienen gran aplicacién Ila
simetria y antimetria, si son simétricas gecmétricamente; se
ha de tener en cuenta si en el eje de simetria coincide apoyo
o centro de vwviga, a efectoe de lo explicadoe mids atrés
(empotramiento o articulacidén).

Un caso simple y claro es la viga sobre tres vanos de seccién
constante

conetante B/ Wh 9#7 77 P’h F/Z
¥, P‘L N A " % n * z J 1 1;
TS S T .
5 ra Q 2 N\ R % —
b.I k'l. hI A [} i‘ C. 4 ]
B Y L o
t f t
sy €t “f
(o] [ o =PrL o) i CI}S&“ B dsha
Ag I PN e b ! — 8wl )
P2 o) s TR
- .
N SO it SR 23 ok SR ,osk B> -
& Py 8 P w0 ’ \“'rp,v‘-ﬁ s,

Los repartos se logran también de una sola vez y los valores
obtenidos son, por tanto, exactos.

4).-Distribuciones “tipo”: En ciertos casos de estructuras a
veces puede estudiarse una ley de formacién clara en el
mecanismo de equilibrios, distribuciones y ciclos sucesivos;
cuanto mids sencilla sea la estructura, mds sencilla serd esa
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ley de formacidn. Hay Qque aclarar también gue la tal ley de
formacidén solo puede interesar para cdlculos repetitivos e
incluso pora programas por ordenador; 1Insistimos que se puede
ahogar lo repetitivo y sistemdtico del método de Cross.

Pues bien, s1 se conoce esa ley, y mds si existe simetria o
antimetria, el proceso puede reducirse a efectuar la
distribucion de momentos unidad (6 + [00) en los nudos
estudiados y superponer luego los momentos de empotramiento
perfecto, localizados en las correspondientes barras de
actuacidn; 4 tales distribuciones se las denomina
distribuciones tipo. Se va a analizar un ejemplo de pértice
recte, en el cual los dos nudos son equivalentes y basta
estudiar uno solo de ellos:

l._.q-ld—_-(too-h'ﬂ '

+ico + 4
o\ o I
A N
I .ﬂ l—«'6 "_‘L’
‘ |
(e Losd gse b c'cd
4 5 [

_ N 2

F; e R

7'7;” n C\.‘ - ‘EO ~ qo‘(é ];/_/‘Z;rr’

Se ve gue existe una ley de fermacidn en el momentoc superior
del pilar izgquierdo; es una progresién geométrica de razén r =
= (rd)2+8+43°; el resto de los mometos, conocido éste, se

calcula fdcilmente por transmisiones.

Y para aplicarle ahora a casos concretos, se va a resolver un
desplazamiento del dintel y un incremento de temperatura. £El
primerc es antimétrico; se suponen cuatro momentos, +100, en
los pilares (cabeza y base) y se ha de tener en cuenta el
reparto del izquierdoc y derecho superiocres. El de temperatura,
simétrico,, s5e resuelve con —-100 y +100 en las cabezas,
andloge al anterior. Véase pdgina siguliente.
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5).-Simplificaciones en estructuras de edificios: En el caso
de edificios, si estdn bien modulados, Ias cuadriculas se
repiten con regularidad; y por simplicidad constructiva se
acostumbra a uniformizar lo mas posible dinteles y pilares;
ademds, las sobrecargas son iguales en todos los pisos, salvo
generalmente en terraza y piso inferior (en donde pueden
suponerse mayores sobrecargas).

S$i el numero de pisos y vanos es grande los valores se hacen
repetitivos en zonas centrales y se pueden considerar tres
zonas tipicas, tantoc en direccidén vertical como en horizontal
(ver figs.pdg.sig.)}; por tanto, tendremos sels regiones
diferentes a efecto de cdlculo. Y como las dos hipétesis de
cargas mas 1i1mportantes son cargd total en todos Ios dinteles o
carga alternada en los mismos, se consideran por separado
ambas simplificaciones.

En los pisos todos cargados los pilares resultan antimétricos;
el piso intermedio se corta por planos a mitad de altura de
pilares, con rigideces kv = kp(l + A} = 1'5-kp; en el centro
de la estructura se consideran pilares antimétricos y dinteles
simétricos; conviene tomar dos o tres pisos superiores &
inferiores, y Io mismo en horizontal, para compensar la
discontinuidad.

En la carga alternada se corta horizontalmente por los plancs
de dinteles, dividiéndolos longitudinalmente en dos de rigidez
mitad; y en vertical se corta por la mitad de los vanos.
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2.15.-

Estudio especial de estructuras trianguladas y barras acodadas
-= Por su particular interés, se presenta este estudic,
independientemente de las simplificaciones en barras acodadas
visto mds atrds, puesto gqgue sSe presenta en multitud de
estructuras, en pérticos con dintel a dos vertientes por
ejemplo, que dan lugar a empujes laterales por efecto arco.

Se parte de nudos articulados, en lugar de empotrados. $i la
hipétesis de partida en el método de Cross es la de
empotramiento perfecto en los nudos, lIlegando a la situacién
real de empotramiento eldstico por la aplicacién sucesiva de
pares, que van reduciendo las de empotramiento perfecto,
también podemos partir de la articulacién en todos los nudos,
a4 los cuales vameos aplicandc pares sucesivos hasta llegar a la
situacidén real. (Las condiciones de una estructura no se
alteran al introducir articulaciones en los nudos, tantas
cuanto sea preciso, siempre gue pasen a sSer acciones
exteriores los pares de empotramiento correspondientes).

Consideremos dos barras acodadas, que forman arco y
consideremes como articulados los tres nudos; al articularlos
hemos de trasladar a éstos las fuerzas exteriores (reacciones
isostdticas); y después consideraremcs también las reacciones
correspondientes a los pares de empotramiento (reaccciones
hiperestdticas).

Si actda una fuerza, P, vertical
en cumbrera, sSu eguivalente es la
fuerza horizontal, H,en cada nudo
inferior.

Andlogamente,la fuerza horizontal
Ho,da componentes en la misma di-
reccidn y de valor su mitad.

§i ahora pasamos a considerar ac-
ciones hiperestdticas en la barra
izgquierda, {ver pag.sig.)tendremos
esfuerzos en sus extremos, trans-
versales, de valores:

T = (ml +m2)/L = (Zm)/L;

uno de ellos se transmite direc-
tamente al apoyo, dando un empuje
-Tsena; el otro, descompuesto, y
aplicando los dos casos anterio-
res, da en total:

Tcosa cCOosa T'sena
-Tsena - . +
2 sena Z
Tsena Tcosa T

2 Z2s5ena 2s5ena
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I m T m
= - = = = H]
2+L+sena 2-f
Tsena T 1
HZ2 = + ‘cosq T ——
2 2 f

En el caso de rarga uniformemente
repartida en proyeccién horizon-
tal (2'p+1), en cumbrera actuaa la
mitad (p-1), dando H = (pli}/(2f)
y cada otra mitad se transmitird
directamente a los pilares.,a tra-
T vés de los nudos inferiores.

En el caso de desplazamientos por efecto arco y actuaciones
simétricas, la relacidn entre los desplazamientos y & es la
siguiente:

y los momentos transversales en
en las barras

6-E-Id- 6 6-E-Id AL
Md = = - =
L2 Lz £
6-E-Id- p
= ;
Lef
6-E-Ip- A
n Hp =
L Tl 4 h?
Barras con empotramientos semirrigidos.- La Ahipdtesis de

indeformabilidad de los dngulos gue forman las barras de un
nudoc, gue es correcta en las estructuras de hormigén armado,
no es aplicable en todos 1los casos, especialmente cuando se
trata de estructuras metdlicas u otras. En estos casos, y para
cada tipo de accidn, se ha comprobado que toda barra gira un
dngulo respectc al nudo gque puede considerarse proporcicnal al
momento de empotramiento que la solicita. Por tanto, deben
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introducirse dos nuevos coeficientes para cada barra, & y &',
gque multiplicados respectivamente por cada momento {(derecho e
izquierdo) nas proporcicnen los dngulos anteriormente citados.

Partamos de wuna barra con empotramientos rigidos y sclicitada
unicamente por un par, M, en la izquierda. Al convertirse los
empotramientos en semirrigidos, aparece en Ia lado izquierdo
un giro +®M y, por tanto, un par equivalente equilibrante
-k&M, gue se transmite al derecho como —-k®AM; este Ultimo
produce un giro en el extremo derecho -k®¥8%'M y, como
consecuencia, un par egquilibrante +keB3P kM. Repitiendo
sucesivemente las operaciones:

b J
F i
M 7
(1 - kd)M
-k¢M ~ ——-=-- > ~k&is3M
-koBM(1l - k'@")
B'k'® kBN <e——— k'@ koM
(*)
-B'k'Y KIOI/N - > .. ...
1 - k& k®B(1 ~ k'®")
{a) Mg - M
I - kk"d0°83" I- kk'®¥°83"

puesto que kA = k'8’', el denominador gueda D =] - kifIed’

Si ahora suponemos aplicados los momentos de empotramiento
perfecto tedricos, p y u’', relativos a cualqguier hipdtesis de
carga, resultardn los valores finales

1 - ko k'®°B°(1 = k¥) (1 -~ k¥)(u - k'¥°B'u’)
ul = H - M=
D D 1 - k232¢%"

(I = k'®’)(u’'~ k&)

y., andlogamente, ul’ =
I - k23289’

(*).-—Progresidn geométrica de razdén kk’'9d&'LRA".

o9
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Si en lugar de los pares u y u’ anteriores, partimos de pares
ko y Bk® en los extremos lizqulierdo y derecho, ello nos
permitira calcular el coeficiente de rigidez y el factor de
transmisién de la siguiente forma:

(1 - k) (k6 - k'®°B’'Bk6) (1 - kd)(¢1 - kB28°)
M = = ke E
1 = k23239 1 - k28243
P (1 - k&)(1 - kB2&")
kl = — = k
] 1 - k23290
(1 - k'@’ ) (BkO - keAke) (1 = k'@°)(1 - ka)
M= = Bk = M+f31 =
1 - k282g%- 1 - kip2gd’
(1 - k®)(1 - kB2&") 1 - k'’
= ko431 =====> Al = ————— 1
1 - k2329 1 - kRB2G”

En la practica Ios valores de & y ®' varian desde cero ({caso
de empotramientos rigidos) hasta 1/k farticulacidn); lo
primero es evidente y lo segunda, como en l1la férmula (a)
sabemos gque debe dar nulo en caso de articulacidn, se deduce
gque ¢ = 1/k.

Lineas de influencia mediante el método de Cross.- El1 método
de Cross permite el cdlculo de lineas de influencia y vamos a
indicar, a titulo de ejemplos, algunocs cases tipicos.

Como se sabe, en una viga AB basta conocer las 1.d.i. de los
momentos sobre los extremos A y B para, mediante aguellas,
deducir cualesquira otra (esfuerzos cortantes, reacciones,
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etc. ).

En consecuencia, bastard indicar como se obtienen las l.d.i.
de los momentcs citados sobre los extremos. Se comienza
tabulande los momentos de empotramiento, p y W', de una viga
doblemente empotrada y los ul® de una apoyada-empotraday y a
partir de éstas se obtendrdn todos los demds. EIl procesoc de
cdlculo es el siguiente:

l?:'i P-4 -~

’\

T Z ur wlr 4 r &]u
| <4 « &

A i
Pahb? I-aL-(1 - aL)?
Moo= = = a+*(l - a)?-L
L? L2
Pazp lea2L2+(1 - alL)
= = = a?«(] - ay*L
L2 La
Pab? Pa?b 2ab? + a?2b afl - a}{2 - a}lL
yl'z + = =
Lz 2L2 2L2 2

Con las férmulas anteriores y, dando valores a a, se forma el
cuadro siguiente:
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a(l —a)(2 - a)
a M = afl - a)? Moo= a?f{l - a) pl’ =

2
a,10 0,081 0,009 0,0855
a,15 g,108 Q0,018 00,1180
g,20 0,128 Q,032 0,1440
0,25 0,141 a,047 0,1640
0,30 0,147 0,063 0,1785
0,35 0,148 0,080 0,1875
0,40 0,144 0,096 0,1%20
0,45 0,136 0,111 0,1%920
0,50 0,125 0,125 0,1875
0,55 0,111 0,136 0,1795
0,60 0,096 0,144 c,1680
0,65 0,080 0,148 0,1535
0,70 0,063 0,147 0,1365
0,75 Q,047 0,141 0,1170
Q,80 0,032 c,128 0,0960
0,85 0,018 ¢,108 00,0735
a,s5¢0 0,008 0,081 0,0495
2,95 0,002 0,045 0,0250

Ahora se toman las cantidades p, u’ y pul’' como variables; se
sitda sucesivamentela carga unidad sobre cada una de las vigas
suceptibles de ser cargadas y se determian cada vez (por el
método de Cross) los valores de los momentos en extremos en
funcién de agquellos momentos. Para poder construir la I1.d.i.
faltard danicamente dar valores a u, u’ y pl', segin los
valores del cuadro precedente.

A continuacién se analiza un ajemplo concreto para poder
comprender mejor el proceso de «cdlculo, una viga coatinua
sobre cuatro apoyos y tres vanos, de iguales longitudes e
inercia en vcada vano; se hace simplificacidn de apocyos
extremos, no empotrados:

A 00,4286 B 00,5714 n
& [ A
ES,5714 C 00,4286
4L | 4L | 41
| | ! !
kv = k(1 - 8B x kv = k(1 - BA’)

0,75 1 0,75
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1%)carga en vanos extremos

& ﬂ' i) A i
+0,5336
+0,0038
-0,0066
+0,0466
-0,081¢
X 0,4286340,5714 0,5714 ,
! [y a I
-1,0000 00,5714 +0,2857 0,4286
+0,428¢ -0,1832
+0,0233
-0,0133
X M _—
+0,0018
-0,0011
+0,1333
o {
2°)carga en vanc central _T___T_
a Jh' & a
t
o
+0,4664u+0,1333"
-0,1632u"
-0,0466u
+0,2857u"
+0,0816u
-0,5714u
00,4286 + 0,5714
, 8 < %
ﬁ 0,5714 - 0,4286
-0,2857u
+0,1632u
+0,5714u"
~-0,0233u
-0,0816u"
(se ve ley de formacidn +0,0133u
comparando con lado iz- +0,0466u"

quierdo, -u'"+0,5336u"-
-0,1333u=)

-0,4664u"-0,1333u

75
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Con estos valores se forma a continuacidn el cuadro siguliente
¥Yr 2 partir del mismo, se dibuja la 1.d.i. (véase pag. 46);
téngase presente que en la rama ¢CD de la viga al se ha de
tomar a partir del empotramiento C.

rama AB rama BC rama Cb

a pul’ MB u [T MB |75 MB
0,05 -0,0463 -24,7 0,045 -0,002 -21,3 00,0463 6,2
0,10 -0,0855 -45,6 0,081 ~0,019 -3%,0 00,0855 11,4
0,20 -0,1440 -76,8 e,128 -0,032 -64,0 00,1440 19,2
a,30 -0,1785% -95,2 0,147 ~-0,063 -77,0 00,1785 23,8
¢,40 -0,1820 |=-102,5 0,144 -0,098 ~80,0 00,1820 25,6
g,50 -0,1875 |-100,1 ¢,125 ~0,125 -75,0 0,1875 25,0
0,60 -0,1680 ~-89,6 0,098 ~0,144 ~-64,0 g,1680 22,4
0,70 -0,1365 -72,8 0,063 -0,147 -49,0 0,1365 18,2
0,80 -0,0960 -51,2 0,032 -0,128 -32,0 00,0960 12,8
0,90 -0,0495 -26,4 2,009 -0,081 -15,0 0,0495 6,6
0,95 -0,0250 -13,3 0,002 ~0,045 - 6,9 Q,0250 7,3
MB = 0,5636u1" |MB = —(0,4666y+0,1333u’) MB = 0,1333ul"

El método expuesto es aplicable igualmente a pérticos y a ctro
tipo de estructuras. Sea como segundo ejemplo el pértico
adjunto. Supongamos primeramente la carga unidad sobre BC y a

distancia al del

axtremo B; habri
E‘-“’rI:Z‘ (= JO’L:Z cuatro etapas,lt
2% con momentos
de empotramiento

8 0,333 ¢ 0,500 E perfecto sobre B
yCc,y 3¢y 42
0,500 0,333 con movimiento

transversal; am-
bos Cross estén
resuelros en la

pdg.sig..
h,I=d

L =10, Id = 2

h =5, Ip = 1
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—_— +0,522u+0,081u"
-0,083u"
-0,020u _— +3,080u+0,318u"
+0,166p" -0,041u
+0,041p -0,010u
_ P=L — o -
-0,5u °(—£— +0,083u iAo
B M 0,333 C +0,333u" 0,500 E
a,500 - 0,333 +0,041pu
=0,25u +0,166u"
+0,33u" -0,020u
+0,083u -2,083u"
-0,170u-0,682u" +0,021u+0,081u"

—_— A -

nudos fijos

Para los desplazamientos, los momentos en los pilares son,
tanto en cabeza como en empotramiento Iinferior: (6EI )/h? =
1. Se indica la solucién final.

GELA 4
L‘;L —

-0,546 -0,410
1,000 -0,410 ~0,546 |+1,000
+0,546 +0,546

+1,000

+0,820
+0,772 +0,910 +0,772
+1,000 +1,000 _:1,000

corrimientos de los nudos x A
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Sclo resta establecer la ecuacidn de corte y hallar el valor
de A:

0,772 + 0,545 + 0,820 + 0,910 +0,546 + 0,772

T = N =
5
= 0,872-3 = 0,136 ~- 0,055u" ===mmw>
B = 0,156y - 0,063’

¥y sSustituyendo:

MBC = 0,522y + 0,091u’ - 0,546(0,156u - 0,063u") =

0,437 + 0,125u"

MCB

-0,234p - 0,656u’

MCE

0,218 + 0,311u"

Cuando la carga desliza sobre CE no es necesario volver a
rasolver el Cross, pudiéndose escribir por simetria:

o)
1]

0,063y - 0,156u"

MBC = -0,125u + 0,064u"

MCB -0,344u 0,018u"

MCE

1]

-0,311u - 0,218u"

Finalmente, con estos valores se confecciona el siguiente
cuadre y se dibujan las l.d.i. correspondientes (véase pdg.
47 )
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[ u e momento 5C moemento CB momento CE
0,05 0,045 0,002} -20,0 5,85 -11,8 -15,5 10,4 -14,4
0,107 0,081 0,009} -36,5 8,5 -24,9 -28,0 20,5 -27,2
0.,20' 0,128 0,032 -60,0 (14,0 -50,% -44,5 37,8 -46,8
o,30[ 0,147} 0,063] =72,1 (14,3 -75,7 -51,6 51,6 -59,5
0,40} 0,144} 0,096} -74,9 (11,9 -96,6 -51,0 61,2 -65,7
0,50} 0,125} 0,125] -70,2 7.6 -I111,2 -45,0 66,1 -66,1
0,60| 0,096 0,144) =-60,0 2,8 -116,9 -35,3 65,7 -61,2
0,70 0,063 0,147 ~45,9 |-1,5 -111,2 -24,0 59,5 -51,8
0,80 0,032 0,128 -2%9,9 |-4,2 -91,4 -13,0 46,8 -37.,8
0,%a|( 0,009 0,081} -14,1 |-4,1 -55,2 -4,4 27,2 -20,5
0,385 0,002 0,045 -6,5 |=2,6 =30,0 -1,4 14,4 -10,4

(1) {(2) (3) (4) (5) (6)
(1).~ Rama BC: { 0,437 + 0,125u")
(2).— Rama CE: (=0,125u + 0,064u")
f3).- Rama BC: (—0,234u - 0,656u")
{4).~ Rama CE: {(-0,344u - 0,016u"}
(5).- Rama BC: ( 0,218y + 0,311u")
(6).- Rama CE: (-0,311u - @,218u")

77
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2.18.- Apoyos con empotramientos flexibles.
2.18.1.
Introduccidn.- Consideremos la estructura de la figura, en la
cual algunas piezas estian empotradas flexiblemente, y no rigi-
damente; la unidén se puede visua-
p lizar suponiendo un muelle, al

esas extremidades.

cual estdn unidas las piezas en

A BfEUn empotramiente flexible viene
J definide por una constante, deno-
minada constante del muelle, tal
que:

M
kK = — 3} M= k® —> rigidez

o]

77T mrn 1
@ = —+MM = aM —> flexibilidad

k

Como se dird mids adelante,

cono-

cida la constante, k, de cada em-

T potramiento flexible, la estruc-
tura puede sustituirse prolongan-
do las piezas con extremos [lexi-

A B blemente empotrados por etras <on

—

A las A piezas articuladas en los extre-
mos opuestos y de rigideces las
de los muelles respectivos, segun

J se muestra en el esquema adjunto

B =

y para la barra AB.

La wunién de wuna barra con extremo flexible puede analizarse
grificamente mediante un diagrama M - ©, andlogo a un diagrama
de Hooke; en la prédctica, se admite gque la ley M = k-@ es
lineal dentro de los limites eldsticos del material.
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2.18.2.

Rigidez y factor de transmisién en el caso de empotramientos
flexibles.- Comencemos estudiandc una pieza bilarticulada de
longitud L. Si no hubiese juntas flexibles, ¥ recordando, por
ejemplo, Timoshenko, pdg.I51, to-
mo I, los dngulos en los extremos
por la accién de dos momentos se-
M5 rian:
Ma A 8 \ ma-L mbs L
7e €1 e
3-E-I 6-E-T
mb+L ma-L
b = -
3-E-T 6-E-I
Bastaria, por tanto, sumar los producidos por dichos momentos
Y por efecto de las juntas flexibles, resultando:
ma-*L mb-L ma
a3 = - + t1)
3+E-I 3+E-I ka
mbeL ma-+L mb
@b = - + (2}
3-E-I 6-E-I kb
1).- Barra biempotrada con empotramientos flexibles en los
extremos.- Para estudiar el efecto del extremo A sobre el B8 li-
bremos el apoyo A y apliquemos un
momento ma egquivalente, gque pro-
Ay, R
o vogque la aparicién de otro mb en
A = B;bastari hacer @b = 0 en la for-

zmula (2) anterior;y de la defini-

o cién de factor de transmisién, y
por simetria de B respecto a A,
ocbtenemos:

L
mb 6-E-I 1 1
= flab = = = {3}
ma L 1 E-I 2 + &+eb
' + 2+ 6-

3-E-I kb L-kb
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habiendo llamado e = g B ; — = €4

y por analogia:

1
ba = —————— .. (4)
2 + 6-€a

Sustituyendo en (1) el valor de mb, gque se ha obtenide al
ilgualarla a cero, resulta:

ma-L ma L ma ma
BQa = + - . ; y como Ka =
J-E-I ka 6:E+T 2 + 6-eb Ga

despejando y operando:

{3)
4-E-I 1 + 3-¢b
Ka = ’
L 1 + 4-(ea + e¢b + 3+-ea-€b)
{€)
4-E-I i+ 3-¢b
andlogamente: Ka = - .
L 1 + 4-(ea + eb + 3-€a-€b)
2).-- Barra biempotrada con empotramientos flexibles en un

extremo.- Bastard supener el extremo empotrado A infinitamente
rigido,ka = w,en lo gque a la jun-
ta se refiere; ésto implica

m‘ﬁn B ",
a T’ €a = =0 ;

G
TR

sustituyendo en las férmulas (3)
(4), (5) y (6), guedando:
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2.18.3.

1 4-E-I 1 + 3-€b
Aab = ——— (7) Ka = . (9]
2 + 6-¢€b L 1 + 4-¢eb
1 4+E-I 1
Aba = - (8) Kb = - (10)
2 L I + 4-¢b
3).- Barra articulada con un empotramiente [flexible.-

Bastaréd hacer en (3) y (5) kb = 0 , €b = w , guedandc

fab = 0 11
oA a (11)

A B

[C} 1) 3+E-I 1

Momentos de empotramiento, barra biempotrada, empotramientos

flexibles ambos lados y carga uniformemente repartida.- Se

sabe que, en el caso de doble apoyc y carga uniforme (véase
formularico de Resistencia de Ma-
teriales), los dngulos en los ex-
tremos valen (en A positivo, en B
negativo):

A P B ‘
forasmesnssat))
Ga = -0b = ———m78—
™y, 24-E-T
Mo,
51 ahora actuan los momentos ma y
mb de empotramientc, por Superpo-
sicidén, sumando los valores de las fdérmulas (1) y (2), se
obtiene:

ma-L mb-L ma p-L3
0a = - + +

3-E-I 6-E-T ka 24-E-T

mbe L ma-L mb p-LJ
@b = - + -

3-E-I 6-E-T kb 24-E-I

&3
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2.18.4.

La condicidén de empotramiento se obtiene igualando a cero las
anteriores expresiones; reseolviendo en ma y mb se obtienen las
dos fdérmulas siguientes; y si la barra es simétrica, €a = eb =
€, quedando la tercera:

p-L? 1 + 6-€b
ma = - .
4 d+(1 + 3-ea}~¢(1 + 3-€b) - 1
p+L? l1 + &-€a
mbh = + .
4 4-(1 + 3-€a)+(l1 + 3+€b) - 1
pL? 1
mb = — ma = .
12 I + 2-€
Idem para cargas cualesquiera.- EIl método anteriormente

expuesto para calcular los momentos de empotramiento de una
viga con empotramientos flexibles es bastante laborioso; los
dngulas pudieran calcularse por superposicién, con la ayuda de
un formulario completo, tipo Ensidesa. Sin embargo, para
aplicaciones numéricas concretas es preferible el siguiente
método:

M:/_Alf’m g B:‘\"‘"’*L
)

SN - BN S S
5 . & < A k2
L L )

1 7

Se puede reemplazar la barra propuesta por otra continua,
obtenida suprimiendo los empotramientos flexibles y aidadiendo
dos wvanos con lIos empotramientos opuestos articulados y de
rigideces ka y kb respectivamente.

Ante cualgquier momento, m, aplicado en A, por ejemplo, se
praoducird un giro en A igual a m/ka; y lo mismo para el
exrremo B; resuelta la viga completa, los momentos finales en
A y en B serdn los de la viga propuesta.
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2.18.5.

El mérodo se generaliza Inmediatamente al caso de junrta
flexible en un solo extremo o al caso de algin extremo
articulado, etc..

Momentos producidos en barras con empotramientcs flexibles y
traslacidén de un apoyo.—- Resolveremos tres cascs, segun se
sigue a continuaclidn:

1) Barra biempotrada, empotramientos flexibles en ambos
extremos: Recordando gue

my,
“\ ma (Ka + Bba-Kb,l-—é'—-
i B -
oA A A
E mb = (Kb + fab-Ka)+ —
v E7 L

sustituyendo en ambas férmulas los valores de Ka, Kb, B8ab,
Aba, dadas en las férmulas anteriores (5), (6), (3) y (4) ¥
operando convenientemente, se obtienen:

6-E-I-Q 1 + 2-¢b
ma = .
Lz I + 4-(ea + €b + J-ca-ch)
6-E-I'N 1 + 2-¢a
mb = .
L? l + 4+(ea + eb + Fr€areb)
¥, s1 los empotramientos son lguales, €a = €b =¢
6-E-I-A 1
ma = mb = .
Lz 1 + 6-¢

2) Barra biempotrada, empotramiento flexible en un solo
extremo: SiI el empotramiento flexible estd en B, bastard
sustituir en las mismas férmulas (5), (6)., (3} y (4) los
valores de Ka, Kb, Bab, Bba dados en las otras férmulas (7).,
(8)., (9) y (10), quedando ahora:
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1 4-E-I 1 + 3-€b
Aab = (7) Ka = . (9]
2 + 6-¢€b L 1 + 4-¢eb
1 4+E-I 1
Aba = - (8) Kb = - (10)
2 L I + 4-¢b
3).- Barra articulada con un empotramiente [flexible.-

Bastaréd hacer en (3) y (5) kb = 0 , €b = w , guedandc

fab = 0 (11}
e

A B

[C} 1) 3+E-I 1

Momentos de empotramiento, barra biempotrada, empotramientos

flexibles ambos lados y carga uniformemente repartida.- Se

sabe que, en el caso de doble apoyc y carga uniforme (véase
formularico de Resistencia de Ma-
teriales), los dngulos en los ex-
tremos valen (en A positivo, en B
negativo):

A P B ‘
forasmesnssat))
Ga = -0b = ———m78—
™y, 24-E-T
Mo,
51 ahora actuan los momentos ma y
mb de empotramientc, por Superpo-
sicidén, sumando los valores de las fdérmulas (1) y (2), se
obtiene:

ma-L mb-L ma p-L3
0a = - + +

3-E-I 6-E-T ka 24-E-T

mbe L ma-L mb p-LJ
@b = - + -

3-E-I 6-E-T kb 24-E-I
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2.19.- Resumen del Método de Cross.

FASES DE CALCULO:

1°).- Calculo del grado de traslacionalidad.

Siendo; b = numero de barras.
GT=GL-C
n = nimero de barras que
confluyen en el nudo.
Tenemos:

GL (grados de libertad en el plano) 3b

C (coacciones), igual a la suma de:
2(n-1) coacciones internas por cada nudo libre.
2 coacciones externas por cada barra con base fija.

GT < 0.- Casode estructura intraslacional.

Se considera un solo estado fundamental en la que se ha impedido

la traslacion de todos sus nudos.
GT >0.- Caso de estructura traslacional.

Se considera un estado fundamental y tantos estados paramétricos
como grados de traslacionalidad existan, considerando en estos
ultimos los efectos que sobre la estructura descargada producen las
traslaciones sucesivas de los nudos, originadas al retirar algunas de

las fuerzas restrictivas o apoyos ficticios.
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El estado real «Er» es la superposicion del estado fundamental «Ef» y de los
estados paramétricos «Ep», afectados por los coeficientes «ap» de
proporcionalidad entre las traslaciones de la estructura real y las traslaciones

supuestas de los estados paramétricos.

Er = Ef + 2 Ep-ap

2°).- Predimensionamiento (E,L,I,A) y calculo de rigideces al giro (K)
(4EI/L), coeficientes de reparto (r) y trasmision (t) (1/2) de la

estructura.

ESTADO FUNDAMENTAL.

3°).- ETAPA 1°. Calculo de los momentos de empotramiento perfecto

debidos a las cargas exteriores. (Me)

4°).- ETAPA 2% Nudos en libertad de giros pero con desplazamientos

impedidos equilibrio y trasmision. (Mf)

ESTADOS PARAMETRICOS.

5%.- ETAPA 3°. Calculo de los momentos «u» de desplazamiento transversal

«0» con giros impedidos. En cada estado paramétrico.

( u=6EI&/L2, p=1000-ap )

6°).- ETAPA 4°. Nudos en libertad de giros pero con desplazamientos

impedidos equilibrio y trasmision. Mp)
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Célculo de los coeficientes de proporcionalidad «ap», tales que al hacer la
superposicion de los estados se anulen las fuerzas externas (componentes
isostaticas en los apoyos ficticios, igual a «cero» si no existen cargas externas
en el nudo o seccion considerada) con las internas (componentes hiperestaticas
halladas en cada estado, afectadas por los coeficientes de proporcionalidad).

Obteniendose tantas ecuaciones de equilibrio como estados paramétricos.

Las acciones de corte en cada caso se recuerda que son siempre de la forma.

T=Z(ul+p2)/h

ESTADO FINAL.

Resuelto el sistema y hallados «ap» los momentos finales (momentos de

extremo hiperestaticos) seran:

Mr = Mf + SMp-ap ® = Mr/K & = uL¥6EI

Las solicitaciones finales de la estructura, reacciones y diagramas de
momentos, traccion-compresion y cortaduras se obtendran sumando los
hiperestaticos extremos hallados y los isostaticos de cada viga.
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SIMPLIFICACIONES

EXTREMO APOYADO

Modificacién de rigideces.-

3/4 ‘ 3 4EI
ﬁ KBA — K(l _BB ) =
A B 4 L
Los momentos de empotramiento modificados seran:

) w3
ny =0 l@:ue+mﬁ=5m
SIMETRIAS
CASO 1° CASO 2°
'y | Y’ i Il il
Fy 7y A A a A
A B C A B C
Py 7 Y 7
A L A A Iy
A B A B
_ 1 4E1
Ky = o Kye = K1-B) = ===
L
ANTIMETRIA

3 4EI
K..= K1+p) = 2222
BC ( [3) L

5>
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SIMPLIFICA CIONES EN PORTICOS

SIMETRIA

|
\
Kyp(1-)
C i D /
5> € Ken
E F
I KEI a
777 rZ/77) (FIIS
ANTIMETRIA
a4
/ K g (1t to1)
A B ﬂ
Kap(lv)
Q00
C el D v
K
C - CH X/
E F _
I K, Ay
7774 Y77 YL



