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TEMA XVI
CINEMATICA DE LA PARTICULA; MOVIMIENTOS PARTICULARES

16.1-Movimientos rectilineos.- Tal y como se dijo, tomaremos el eje
de las X como eje de la trayectoria y emplearemos
exclusivamente coordenadas cartesianas, ya qgque son las que
hacen mas sencillo y natural el fendmeno fisico:

- e .
r = x-1, o simplemente

r =X ; v = X ; a =v =X ; X = X(t)

Recordamos la conveniente expresibén, ya deducida, a-dx = v-dv,
que es especialmente Gtil cuando conozcamos a = f(x).

Cuando los datos del problema sean v = f(t}, calcularemos:

tz
X = Jﬂv-dt =J/°f(t)-dt ; a=v= fir(t)
¢4
Finalmente, si se conoce a = &(t):
t t2 ['kz
t2 t2 r J
v=| ¢(t)-dt = g(t)} ; X = g(t)]-dt = Lg(tZ} - g(tl)J-dr
tl t1
' t_! fl.'f

Por otra parte, si se parte del dato a = f(v), sacando tamblén
de la anterior expresidén a-dx = v-dv, tendremos:

V2

xe
v.dv

a- [ 22 o)
£{v)

vz

vl

‘\(f L“4
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que ser& resoluble f&cilmente o no cuanto lo sea la integral
segqunda, como ya hemos dicho repetidas veces. Un caso pré&ctico
es el de las fuerzas resistentes proporcionales al cuadrado de
la velocidad, que se estudia en aerodin&mica, y que conduce a
aceleraciones a = = k-v?:

dv
- kev2edx = v-dv ; - k«dx =
v

aunque también puede resolverse mediante:

£ V2
dv dv v2
a=zfw) = ; at = | —— = g(v]
dt L4 f(v) vl
vi
7]

x2
Cuando se conozca v = f(x) = dx/dt :‘/‘dt =J’ dx/f(x) = g(x)}
(] X!

x2

x1

Siempre, como ya queda dicho, serd muy conveniente en todos
los casos recurrir a los gr&ficos correspondientes; a veces,
repetimos, los gradficos son una gran ayuda, incluso para los
célculos.

16.2.- Movimientos uniforme y uniformemente variado.- El primero se

define como aquel que posee velocidad constante y, por tanto,
aceleracidn nula:

”® I

v = dx/dt K J/. X =Jf v.dt ; X = X0 + v+t

xo (o]

o
[}
O
N

Sus graficas, x = x(t), v = v(t) son, evidentemente:
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v
©
>0
X
o £
V<o
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El1 segundo, el uniformemente variado, se define como el que
posee aceleracién constante:

v - VO
a = dv/dt ; v =vo + a*t } vel. media = Vm =
t
dx a-t?
v=vo + at = ; X = x0 + vo-t +
dt 2

Despejando el tiempo de la velocidad y sustituyéndolo en el
espacio, obtenemos:

v=yvor + 2:a-(x - x0)

si xo = 0, espacio inicial nulo; y si, ademas, vo = 0,
velocidad inicial nula, quedan, respectivamente:

v =+ vo? + 2:ax v=+V2ax

~s

Se ha de aclarar, porgque notamos con frecuencia el error
conceptual de los estudiantes, que el movimiento de los graves
en el vacio es simplemente un movimiento uniformemente
acelerado de aceleracién la gravedad, a = g, supuesta
constante; y que valen, por tanto, cuantas férmulas se acaban
de exponer. Es Gtil considerarlo ascendente (a = - ¢g) ©
descendente, sentido positivo de las alturas hacia abajo (a =
g), segin los casos; y es Gtil considerar la altura maxima,
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v = 2+'g+h

Las graficas de este movimiento uniformemente acelerado se
exponen a continuacibn:

xr vz

?
e+, b« ":_zt

§d: f,*‘&.{‘ =vU>o

a:m&]ﬁuﬁ,>o

Q [
L m:ccusz:qjtf)-(c t

163.- Movimiento de vehiculos automotores en fase de arranque.- Se
aamite con astante aproximacion, an uncion e ansayos
realizados, que el arranque de vehiculos automotores tiene
lugar de modo gque su aceleracién posee el valor maximo, ao,
inicialmente, disminuyendo después segGn una ley lineal, hasta
anularse cuando el vehiculo adquiere su velocidad de régimen,
vl, en el instante tl1l; de los diagramas deducimos:
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t
£
‘Q - !
Q. dsjw’w.auwél
op £ £
£
/ A
v &4
ao dv ao
a = (t1 - t) = — ; dv = (t1 - t)-dt
t dat t1
0 0
ao t2
v = s+t - — (parébola de 22 grado);
t1 2
volviendo a integrar:
* ao t2 3 ao-t? t
x = dx = - |t1- - = ltl - — par&bola de
t1 2 & 2-t1 3
@ 3er. grado

haciendo en las anteriores ecuaciones t = tl1 obtendremos la
velocidad de régimen, vl, y el espacio recorrido:

ao+tl 2'vl ao-t12 2
_— : —_— x1 = = evil-tl
2 t1 3 3

vl

]
~
o
0

]
e

Obsérvese que la aceleracidén, ao, es doble de la que
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corresponderia a un movimiento uniformemente acelerado. A
partir de t1 se anula la aceleracidn y resulta un movimiento
uniforme.

Movimiento arménico simple.- Sin perjuicio de que en capitulos
proximos, a estudiar la Cinética de la particula, partamos de
otras copsideraciones, aqui lo definiremos por la expresidn:

x = Asen(w+t + «a)

derivando dos veces:

v=x-= Awecos(w*t + a)
=y =x=~ A:W2:sen(w+t + a) = = wi'X

siendo el seno y el coseno funciones periédicas de periodo
2-n, los valores de x, v, a lo seran también de igual periodo,
es decir, se repetirén cuando:

(w't + a) - (wetl + @) =27 ; t - t1 = =T

T se denomina periodo, y es el tiempo transcurrido para que el
mévil repita sus valores (de una oscilacién completa, como
veremos); a su inversa, 1/T = f, se la denomina frecuencia, y
representa el ntimero de oscilaciones que el mévil da en la

unidad de tiempo, en un segundo:

en un tiempo T . . . . una oscilacién ( = 2+mw radianes)
en un tiempo 1". . . . f oscilaciones

T 1 1 w

1 £ T 21

Como se verid en la Cinética de la particula, este movimiento
coincide con el producido, por ejemplo, en los resortes
elasticos, en 1los cuales existe una fuerza recuperadora
proporcional al alargamiento, x, elongacidn; f = -~ K+*Xx = m-a;
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Vvolviendo a las ecuaciones de x, v, a, antes tratadas, Y
representandolas gréficamente, resulta la figura: :

- Agee (al+d)
v Hewo tad /Lufﬁ-e()
a :-AwSeu (dof + d)

T i

considerando un vector, A, girando alrededor de 0 con una
velocidad angular constante, w, de tal forma que determine con
el eje de abclsas el &ngulo a + Ww-t, su proyeccién sobre el
eje de ordenadas ser& "Arsen(w-t + o)"; ¥, analogamente, la
velocidad ser& la proyeccidn del vector A-w, adelantado m/2
radianes; la aceleracidn ser& el vector As.w? adelantado 7
radianes (o en oposicibén con el x).

Se ve que se alcanzan los méximos de x en * A; y que en esos
instantes ' la velocidad es nula (como corresponde a un cambio
de sentido). La aceleracidn se opone siempre al movimiento y
va dirigida hacia el centro (negativa cuando x es positiva y a
la inversa), siendo nula al pasar el punto por 0 y méxima en
los extremos (cambio de sentido de la velocidad, méximo cambio
absoluto). La velocidad es mé&xima en el paso por 0, justamente
cuando no existe aceleracidn.

x se denomina elongacibén; la maxima elongacién, A, es la
semiamplitud del movimiento. Se llama oscilacién completa al
recorrido del punto saliendo de una posicién completa en un
instante t1 y volviendo a pasar al cabo de t =t1 + T ( en
cuyo instante ~vuelve a tener los mismos valores de v y a) y en
la pagina anterior se analizdé la relacibébn entre T, periodo, y
f, frecuencia.
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16.5.- Composicién de movimientos arménicos de igual frecuencia ¥
direccion.- sea el movimliento:

x = Al+sen(w+t + al) + A2:sen(w-t + a2) + ..cccov.nn =
= T Ak+sen(w-t + ak),

que podemos considerarlo como una suma de movimientos
arménicos de igqual periodo, T = 2-m/w, [fases iniciales y
amplitudes distlntas. Segun hemos visto, xk = Ak-sen(w*t + @k)
es la proyeccién sobre el eje de ordenadas del vector Ak,
formando el &ngulo w+t + ak con el eje de abcisas; repitiendo
con los demas, al ser w la misma en todos los casos, formarén
una figura invariable, girando alrededor de 0; el resultado es

éﬁkgudt

ZAp s Lp

como considerar un solo vector, suma geométrica de todos los
Ak, tal que:

X = % Ak-sen(w*t + ok) = A-sen(w-t + a)

T Ak-'senck
T Ak-cosak

A=+ (£ Ak-senak)? + (SAk-cosak)? b tga =

Obsérvese que si A, vector resultante, es nulo, el movimiento
resultante es también nulo y se dice entonces que hay
interferencia gpor ejemplo, la suma de dos vectores con igual
valor de la amplitud,A, y desfasados radianes, A-'senw+t Y
A'sen (w+t + 1)} ].
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16.6- Movimientos eriddicos en eneral movimientos peribdicos
amortiguados.- Dado el carac%er elemental de la materia, solo
pretendemos que el alumno conozca de la existencia de otros
movimientos mas complejos.

Los movimientos arménicos antes estudiados son peribédicos (es
decir, se repiten los valores de x y, por tanto, devya);
pero no son los unicos periédicos, y son armdénicos por las
funciones senoidales. En general, dada la ecuacidén del
movimiento, ¥ = ¢(t), se dird que es peribdica de periodo T si
se cumple que:

x = ¢(t) = ¢(t + k+T) ; k=1, 2, 3, «vceve, n
por supuesto, v y a también son funciones peribdicas:
v =9¢'(t) =9¢'(t +k:T) ; a=g¢''(t) =¢''(t + kT)

También se puede estudiar la composicién de movimientos
arménicos de frecuencias diferentes, es decir, tales que w no
sea la misma en cada movimiento parcial:

x1 = Al-sen(wl-t + al) / x2 = A2-sen(w2-t + a2)

pero aqui el resultado se complica y solo hacemos enunciarlo.
Finalmente, y en coincidencia con los problemas reales,
existen movimientos peribédicos amortiguados, en los que la
amplitud va decreciendo (casc de un resorte, por pérdidas
energéticas internas). Solo enunciamos su ecuacién Yy su
grafica aproximada:

¢+t “/2 » ] , /

X = a-e .COS(W't - ¢) s i 5:\( t.“ v
| T ' ‘ -7
i
|

167.- Movimiento circunferencial.- No nos referimos al movimiento
circular de w constante, ya estudiado mas atras. Estudiamos el
caso m&s general de un movimiento circunferencial de radio R y
s = f(t):
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ds de d?s
v = = R+ ’ at = = I (t) ’
dt dt dt?2

v? [£'(t)]?
R R

16.8.- Movimiento parabbélico (en el vacio).- Consideremos, un mévil

Tanzado desde el origen con una velocidad inicial, vo, que for-

+4 - \?Ll\rl\
v
=)
E | l Ry 5
@'lﬁ) , —
L TR | % v
v M
|
|
« I
!
o E“"'/L (}“}Ij‘_c) I‘ + R
]
|
|
An d(z4)

ma un A&ngulo «a con la horizontal. Entendemos, seglin nuestra
experiencia, que el modo m&s r4cil de estudiar este movimiento
es descomponerlo en dos: uno horizontal, de velocidad inicial
vo.cosa, que es uniforme (sin resistencia alguna en el vacio,
y sin accibn gravitatoria); otro vertical, de velocidad
inicial vo-sena, y ascendente positivo, pero con la accién
gravitatoria *- g". A partir de estas consideraciones, Y
siempre considerando "ambos movimientos simulténeos e
independientes”, todo el célculo es facil:

VX voscosa = constante (1] ; vy = vo+sena - g+t [2]

vo-t-cosa [31] 7

b
i

y = vo-t-sena - 1/2-g+t? [4]
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La ecuacién de 1la trayectoria, y = f(x), se obtiene eliminando
t entre [3] y [4]; hagalo el lector; se obtiene:

g-xi’
y = x.tga -

2-vo2scos?a

que es la ecuacidén de la parébola antes dibujada.

El alcance m&ximo, xm, se obtendr& simplemente de hacer y = 0
en [4), despejar t (la solucibén t = 0 es valida en el origen)
y llevar a [3], con lo que sale:

vo? -sen2a
XM = —————————— [51]
g

Para una cierta velocidad, vo, y 4&ngulos a variables, se
obtienen de [5] distintos alcances; el mé&ximo ser&d para sen2a
=1, a = 4592,

El tiempo que invertirs el mévil en el alcance méximo, y = 0,
deducido de [4], como se dijo, vale:

2*vVo-sena
tm = ——————— [6]
g

Admitiendo la simetria de la paradbola, y de la independencia
de ambos movimientos, se deduce que la altura maxima, hnm,
ocurrird para valores mitad de [5] y (6]; sustituyendo en [4]
el valor mitad de [6] se obtiene:

vo? -sen?a
hm = —m——— (para x = xm/2) [7]
2+g

Aclaramos al alumno que las ecuaciones (1], [2], [3] Yy [4] son
va&lidas para cualguier punto de la trayectoria, tales como los
Al, A2, A3, de la figura anterior. En los Al y A2 las alturas
seran positivas, siendo el tiempo en los Al menor gque tm/2; y
en los A2 tal tiempo mayor que tm/2 y menor que tm. En los
puntos A3 la altura sera negativa el tiempo mayor que tm,
pero, repetimos, con el mismo uso de las ecuaciones referidas.
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Respecto a la velocidad total, v, ser& en cada punto tangente
a la trayectoria; g siempre vx = vo:cosa = constante; en tanto
que vy dependeré del tiempo, pudiendo ser positiva o negativa,
segun la ecuacién (2); en_ la maxima altura se verificar& que
vy = 0, existiendo solo vx. El é&ngulo en cada punto y la
velocidad total se podran calcular por:

vy

tgh = v=+ vz + vy?

~e

vX

Para calcular las aceleraciones tangencial v normal,
recordando el capitulo anterior, habr& que hallar en cada
punto el radio de curvatura: an = _Vi/p, atz + an? = g2,
estando 3t en la direccién de ¥ y ak normal a a8t (en funcidn
de los angulos B calculados).

Del mismo modo, considerando siempre dos movimientos
independientes y simulténeos, se podr&n resolver todos los
problemas de lanzamiento desde torres o aviones, etc.; en cada
caso convendr& considerar la altura positiva hacia arriba o
hacia abajo, con la tnica diferencia en este segundo supuesto
de que el movimiento vertical se estudiard acelerado y no
retardado, g positiva. Finalicemos diciendo al alumno que rara
vez es aconsejable usar la ecuacibén de 1la trayectoria, salvo
en caso de problemas muy concretos.

Movimiento helicoidal.- Sea un punto que describe una hélice
cilindrica de paso h, situada sobre un cilindro de radio r
(ver figura inferior) y con un movimiento de ecuacién s = f(t).

2T {

Observar que el movimiento puede suponerse como el relativo al
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plano inclinado de la derecha de la misma figura, lo cual
puede ayudar en muchos casos a la resolucién del problema. Su
velocidad y su aceleracidén se calculan:

ds dv v? [£'(t)]?
= fr(t) ; at = f'r'(t) ; an

dt dt F P

]
I

siendo el radio de curvatura de la hélice:

‘o
1
| -
b
~
+

16.10.-Movimiento plano cicloide.- Sea un disco circular de radio r,
gue rueda sin deslizarse a lo largo del eje x con una
velocidad constante, v, como se indica en la figura inferior.

En el instante t = 0 un punto A sobre la periferia del disco
coincide con el origen. El movimiento de dicho punto A
describe la curva denominada cicloide; si el centro del disco
se mueve con la velocidad v y recorre una distancia vt
durante un intervalo de tiempo t,” el arco circular AB tendra
la misma longitud que OB. Entonces podremos escribir:

AB = re = 0B =0C'C = v-t , siendo © = <ACB = v-t/r

Asi que la trayectoria de A puede escribirse:
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vet v-t
y =r - r-cos
r r

e

. v-t . vet
X = V - V-COS ; y = vesen
r r
. v? vet v vz v-t
X = *sen ; y = *COSs
r r r r

por lo tanto, el desplazamiento, la velocidad y la aceleracidn
de A son:

— v-t - vt -
r = |v-t - resen i +rejl - cos -7
r r
. vet - vt -
v =ve:|l1l - cos 1 + vesen <]
r r
- v? vt v2 vet - - - - v?
a = sen i+ scos -5 s la| =lan'n + at-t|=
r r r r r

La Gltima expresién de |a| sale de que, como veremos mas
adelante, y al ser w constante, no ha¥ aceleracibdn tangencial
( dw/dt = 0; at = a-r = dw/dt-r) y solo normal, an = vi/r =
wW2er.
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16.11.- Movimientos interdependientes.- En algunos casos la posiciér
de unas particulas dependen de las de otras, diciéndose
entonces que los movimientos son Interdependientes.

Sea el caso de la figura adjunta; se observa que la longituc
de la cuerda, supuesta Ilnextensible, es constante; de ahl que

Ry PP ORI IIRTI R RIS N,
2+xa + 2+-xb + xc = const.
€
Q 2%
_ © 2«va + 2+vb + vc =0
—_— r_h
&
2-aa + 2+ab + ac = 0
r.')‘  da—
R

se puedan considerar las ecuaciones escritas a la derecha;
como dos de las coordendas pueden ser arbitrariamente
elegidas, se dice que el sistema tiene *“dos grados de
libertad”; si 1la relacién es lineal, derivando dos veces
respecto del tiempo, se escriben las relaciones de arriba,
segunda y tercera, que son relaciones cinematicas
complementarias para resolver el problema. En general, se tonmz
un sentido positivo (por ejemplo, descendente), se suponer

unos sentidos de cada particula (por ejemplo, todos
descendentes, aunque sea un absurdo) y la solucidn final daré
los positivos (hacia abajo) y negativos (hacia arriba). =1

alumno podra ensayar sus proplos ejercicios practicos.



