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TEMA XXIII
CINETICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS; MOVIMIENTOS

23.1.- Momentos de inercia.~ Por extensidén de los momentos de inerc:ia
estudiados en el plano, consideramos aqui los relativos A
cuerpos reales, tridimensionales.

z

Ixx =J:(y2 +z2) -dm

Iyy =J;(x2 +22)-dm 71}
Izz = f{xf +y?Z) -dm
d,‘«/

-

Los momentos de lnercia de la masa del cuerpo de la figura
superior con respecto a los ejes x, y, z, se definen segin las
tres férmulas arriba indicadas, Ixx, Iyy, Izz, respectivamente
(en cada integral, considerando la dlistancia a los ejes, Vv
desglosando segtin el teorema de Pitagoras, entran las dos
distancias que no intervienen en la nomenclatura del eje).
Evidentemente, son siempre positivos, y rigen las normas dadas
en el plano respecto del «calculo general e 1integral en
particular.

De forma andloga, se definen los productos de inercia por:

Ixy =J[ x-y+dm [ Iyz =] y-z-+-dm ; Izx =J[ Zz+x+dm 72
/5 K 1]

En estas altimas férmulas intervienen en cada una las
distancias entre el elemento de masa, dm, y los plarncs
respectivos perpendiculares al del producto considerado (pcf
ejemplo, plano xy, producto de 1lnercia xy, distancias a lIcs
planos yz, xz). Como en el caso del plano, cuando el cuerpo
posea simetria, el producto de inercia serd nulo (por ejemplc
si el plano xz es de simetria, Ixy = 0, Iyz = 0).
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Se pueden aun definir otros momentos de ilnercia, no
considerados en muchos textos: si x, y, z, son las coordenadas
del elemento de masa, dm, definiremos (por extensidén de lo
dicho en el plano) un momento de inercia polar:

Io =f p?dm =f (x2 + y? + 22)-dm [3]
M 1

Y m&s aun, los momentos de inercia con respecto a cada plano
yz, xz, Xy, por las distancias a dichos planos:

Ix =Jr x?+dm H Iy i/r y2+dm ; Iz i/ﬂ z2.dm [4]
Iy M N

Entendemos la conveniencia de definir estos altimos por
razones de c&lculo. A veces es ma&s f&cil, por razones de
simetria de un cuerpo, calcular el m.d.i. polar o respecto a
los planos; entonces, observando 1las férmulas, se puede
escribir:

Ix + Iy =Izz ; Iy + Iz =1Ixx ; Iz + 1Ix = Iyy /
5]

Jo = Ix + Iy + Iz

Es decir, el m.d.i. respecto a un eje es la suma de los m.d.i.
respecto a los dos planos que concurren en él; y el m.d.i.
polar es la suma de los tre m.d.i. gque concurren en el polo.
Piénsese en la esfera, por ejemplo, en donde es facil calcular
el m.d.i. polar, y a partir de aqui los de los tres planos y
luego los de los ejes por simetria; o el caso de un cilindro o
el de cualquier otro cuerpo que posea planos de simetria.

Igual que en el plano, se definen los radios de giro; por
ejemplo, para el eje xx:

Ixx = rx? M =,/'(Y2 + z2)-dm ; rx = v Ixx/M [6]
M

Teoremas de Steiner.- Lo mismo que en el plano, habitualmente
Se calculan todos los m.d.i. respectoa ejes gque pasan por el
c.d.qg. del cuerpo, G; Yy se trata aqui de, conocidos todos los
m.d.i., calcular 1los relativos a un sistema de ejes
trasladados paralelamente respecto de los que pasan por G; el
calculo es similar al plano:
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23.3.-

vzg 1

0 Je
A !
' e ge =0 7?

Ix'x’ —JF (y'? + z'2)dm Jf [(y + yc)? + (2 + 2c)2].dm =

(y2 + z2)dm + (yc? + xc?)+M + 2-.ycC- y dm + 2- Zﬁ/ﬂz +dm =
M

= IXx + (yc? + 2c?)+M

habiéndose anulado las dos Gltimas integrales por ser los
momentos est&ticos respecto al c.d.g., que son nulos. Por
extensidén, y c¢on el mismo procedimiento de c&lculo, podemos
escribir:

Ix'x' = Ixx + (yc? + zc?)-M Ix'y' = IXy + Xc-yc'M
Iy'y!' = Iyy + (xc? + 2zZc?)'M Iy'z’' = Iyz + yc-z2c*M [7]
Iz'z!' = Izz + (XxCc? + yc?)°M Iz'x' = IzZx + Zc-xc*M

Teoremas relativos a la rotacién de ejes.- Por su complicacién
demostrativa, no incluimos tales demostraciones, dando solo
los resultados. Se trata de, dado un triedro 0xyz, que g1ra
con el origen 0 fijo hasta una nueva posicién 0Ox'y’'z’,
calcular los m.d.i. respecto a estos Gltimos ejes en funcién
de los primeros.

z Se definen los cosenos directores
de los nuevos ejes respecto de
los antiguos:

-»> - -

Ix'x = 1i'-1 ; Ix'y = '-; ;

- -
1x'z = 1'+k ; etc.;

37 = 1x'x-f + lx'y?; + 1x'zk
e - - —»
j' = 1y'x+1 + ly'y-j + 1ly'z+k
k' o= 1z'x+1 + lz'y-; + 1z'z°k




152

MECANICA GENERAL UNIVERSIDAD DE HUELVA - E.P.S. DE LA RABIDA

Eﬂ Ix'x 1x'y 1x'z ;
j* | = | 1y'x 1ly'y 1y'z |*| ] (8]
;c"' lz'x 1lz'y 1z'z '3

Por otra parte, se recuerda que (teoria vectorial):

1x'x? + 1lx'y? + 1lx'z2 =1 , etc..

como en el estudio del plano, para un origen fijo, 0, hay un
nGmero infinito de ejes coordenados rectangulares que pueden
escogerse; pero hay un sistema de ejes para cada punto,
denominado ejes principales, tales que:

Ixy = Iyz = Izx = 0

Escribimos los nuevos momentos de inercia en el caso general y
en el caso de que x, y, z, fueran principales de inercia; y
escribimos solo una férmula de cada caso, dejando al alumno
que complete las restantes; las férmulas finales condensadas
se refieren a la teoria de tensores, para el que la conozca:

1l)caso general

Ix'x' = lx'x2+Ixx + lx'y?-Iyy + 1lx'z2.Izz - 2:1x'x°1x'y+IXy -
- 2+1x'X+1x'2+Ixz - 2+1x'y-1lx'z-Iyz = T lx'1i-1x'j TIij

Ix'y' = - 1x'x-1y'x-Ixx - lx'yoly'y-Iy;L— lx'z-1ly'z-Iz2z +

+ (1x'x+1ly'y +lx'y:1ly'x) Ixy + (lx'y-ly'z + lx*z-1ly'y)Iyz +

+ (lx'z-ly'x + lx'x-ly'z)-Izx = - TT 1x'i-1y'j-Iij [9]
L

2)ejes principales de inercia

Ix'x' = 1x'x2:Ixx + 1lx'y?-Iyy + 1lx'z?-122
[10]
Ix'y' = = Ix'x-ly'x-Ixx - lX'Y'lY'Y'IYY - Ix'z-1ly'z-Iz2
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23.4.- Momento angular de un cuerpo rigido.- El1 c&lculo del momento
angular e un cuerpo rilgido se eva a cabo partiendo del
mismo concepto que en el sistema de particulas, ya estudiado,
sin m&s que sustituir la sumatoria por la integral extendida a
todo el cuerpo.

De la figura de la izquierda, considerando una masa, dm, en el
punto P, que se mueve con velocidad V, escribimos la expresién
del momento angular:

Ha =f}§/\dm-’5=f(§’a/\§?)-dm
M M

pero, en la rotacidén alrededor de A, tenemos: V=ra+w A\ pa

e

I’{;=./;Ipvgn(fa+;nﬁ)’dm =_/;(3:3Ar'a)-dm +j Fa/g(;/\y—é)-dm=
i M

= U;ya-dm]/\ra +/ paAn(wipa)-dm
P

El Gltimo paso (pripera inteqral de la ultima igualdad) se
debe al hecho de que ra es la misma, independiente del punto P
considerado.

Estudiemos dos casos diferentes para el punto A, que son los
mas utilizados en la practica:
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1) Si A es up punto fijo, ra = 0, que trasladamos al 0,
centro del sistema (w rotacién alrededor de 0):

Ho =[ Po A (WA poO) +dm
n
2) Si A es el centro de masas, C; entonces /}ac-dm =0 (w
rotacién alrededor de C):

e =[ p& AW/ PE) -dm
M

En ambos casos, punto fijo o centro de masas, podemos escribir
genéricamente (recordando lo que cada caso comporta):

31'=f3,« (WA P) -dn [11]

y escribiendo el car&cter vectorial de cada componente:

H = Hx~_-1"+ Hy-j+Hz-7c. ; :5=x-i+y-j+z*'i?
= - — —
W= wx-1l + wy-]l + wz-k
— — —
i J k
b d — - -
PAWAP) = PA| WX wy w2 =

x y z
- — —
i J k
= X Y z =

wWy+*2 - WzZ*'y WZ+*X — WX*2 WXy = Wy'X

[(Y? + Z3) WX — X Y*'WYy = x-z~wz]-?1"+
+ [= X ywx + (22 + X2} Wy = Y'Z'WZ]';'*'

+ [~ Z XWX - y+Zwy + (x? + yz)-wz]~f

Igualando, de la anterior expresién, cada parte con Hx, Hy, Hz
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respectivamente, y cifiéndonos solo a la primera (las demés se
resuelven an&logamente):

Hx = wx'Jr(yf + z2)+dm - wyzjrx-y-dm - wz:/'x-z-dm =
Ixx-wx = Ixy-wy - IXzZ+wZ = HX

Iyxwx + Iyy-wy = Iyz.wz = Hy [12]

- Izxwx - Izy-wy + Izz'wz = Hz

que es lo mismo que la ecuacibén metricial:

Hx Ixx - Ixy - Ixz wX
Hy | = | - Iyx  Iyy - Iyz || wy [13]
Hz - 1lzx - lzy 1lzz wz

~ ———

Vl 3
tensor de inercia

51 los ejes son principales de inercia, queda:

Hx = IXX'WX ; Hx Ixx 0 (4] wX
Hy = Iyy-wy ; Hy = 0 Iyy 0 1 WY [14]
Hz = Izz-wz ; Hz o 0 Izz wZ

—

—~

tensor de inercia
23.5.- Eucaciones de movimiento de un cuerfg ri%ido.— Para el centro
e masas, por 1o gque se estudi en el sistema de particulas, ¥y
sustituyendo las sumatorias por integrales, podemos escribir:

d(m-.v)
dt

es decir:

AT

Fx = m+xc ; Fy = m-yc ; F = m-zc [15]

y por otra parte, segtn el punto gque se considere, fijo 0,
centro de masas C:
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——l —
Mc = Hc
— — [16]
Mo = Ho

Tratemos de estudiar estas dos Gltimas ecuaciones; pero, lo
mismo que en la cinematica de los movimientos relativos,
tengamos _ en cuenta que los ejes estén girando y, por lo tanto,
i, 7., ¥, son variables en posicdn; admitamos, para no
complicar mas el céalculo, gque el sistema est& ligado al
cuerpo, posee la misma rotacidén gue el cuerpo:

—
. dH d — — — ] -— . — r —
M= —— = — (Hx+i + Hy+j + Hz+k) = Hx-1 + Hy+j + Hx'*k +
dt dt
di di' dk
+ HXx- + Hy:* + HZ: ;
=wAil = (wx-1 + Wy+*j + wz:k)N1=~-wyk + wz-]
dt
—— =wAJ = (wx-i + Wy-j + wzkK)A j = wx-k - wz:l
dt
—-
dk -— — - — - -~ -
—— = WAk = (wx+1 + Wy+-j + wz:kK)A k = - wx+J + wy-1
dt

Sustituyendo estas tres ultimas expresiones en la anterior de
y teniendo en cuenta las (12], gque nos daban los valores de

Hx, Hy, Hz, asi como sus correspondientes derivadas, Hx, Hy,

Hz, e igualando cada parte vectorial, se obtiene finalmente:

Mx Hx - Hy-wz + Hz'wy =

IxXx WX - Ixy-Jy - Ixz.wz + Iyx wx wz = Iyy*wy-wz +

[(17]

+ Iyzwz? - Izx-wx+wy - Izy-wy? + IZZ'Wy-WZ
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Las demas se obtienen de forma similar; cifiéndonos al caso de
ejes principales de inercia (los cuerpos con ejes de simetria)
se simplifica (escribiendo ya Ixx = Ix; Iyy = Iy; Izz = Iz):
Mx = IX-wx - (Iy = Iz) wy-wz
My = Iy'wy = (Iz — IX) -WX-WzZ [18]
Mz = Iz-wz - (Ix - Iy) wx-wy
Las ecuaciones [15 Y [18] resuelven los distintos

movimientos, y ya solo nos resta aplicarlas a los casos Ras
comunes, similares a los de cinemética.

235.1-Traslacidén.- En la traslacién no exliste rotaciébn alguna;
ademds, no hay ningtin punto fijo y se debe tomar momentos
respecto del centro de masas; queda, pues:

19)traslacién tridimensional:

T Fx = m-¥c S(Mc)x = 0
£ Fy = m-yc  E(Mc)y = 0 [19]
£ Fz = m-zZc S(Mc)z = 0

2%)traslacién plana:

Z Fx

0
b
Q

m Z(Mc)z = 0
- [20]
ZFy yc

H
=

3Q)traslaciédn rectilinea:

$ FXx = m-XC T(Mc)z = 0 [21]
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235.2.- Rotacién alrededor de un ege fijo.- Si tomamos el eje z como
eje e rotacidn, Wx = Wy = U; se debe tomar momentos respecto

de cualquier punto fijo, 0, del eje; queda ahora:

12)caso general:

L Fx = meXc S(Mo)x = Iyz-wz? - IXZ'WZ
L Fy = m-yc S(Mo)y = = Iyz.wz - IXz'wz? [22]
£ Fz =0 T(Mojz = Izz'wz

29)cuerpo con plano de simetria perpendicular al eje z:

T Fx = m-Xc S(Mo)z = Izzwz = I*a
LY ) [23]
Z Fy = m*yc
72353.- Movimiento plano.- Tomando el flano xy como plano del
movimiento, no puede existir sino a rotacién wz; resultan,

gor tante, las mismas rérmulas anteriores, pero, puesto que no
ay ningGn punto fijo, se debe tomar momentos respecto del
centro de masas:

12)caso general:

T Fx = me-Xc S(Mc)x = Iyz.wz? = IXZ-Wz
L Fy = mo}& T(Mc)y = - Iyz-ﬁz - Ixz-wz? [24]
LT Fz =0 S(Mc)z = Izz-wz

12)cuerpo con plano de simetria paralelo al plano xy:

T Fx

mexc S(Mc)z = Izz-wz = I-a

[25]

¥ Fy = m-yc
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23.54.- Movimiento alrededor de un gunto fijo.- Por su complicacibn de
calculo indicamos solamente el resultado final; remitimos al
alumno a los "&ngulos de Euler", estudiados en cinemética, que
debe vovler a recordar.

A
P orecesidn . .
la&"B(‘ AT wx' = d.sen®@-sen¢g + 6-cose
0 \ ‘\]
}GL\(Q@& \ —~ ' % .
C$§ \ ’/‘,/ gl wy' = ®.s5en®-cos¢ - ©-seng¢
—
s wz' = &-c088 + ¢ [26]

,jf\ a,nu#acﬂﬁl

X [

Recordemos Gnicamente que X, Y, 2Z, son los ejes [fijos,
mientras que x', y', 2z', son los ejes [fijos al cuerpo.
Trataremos solamente el caso de ejes principales de inercia; y
aun mas, dado que en la ingenieria practica los movimientos de
este tipo generalmente lo afecttan cuerpos de revolucibn, que
consideraremos el eje z, entonces Ix = Iy, y escribiremos
simplemente I; con todas estas premisas, las ecuaciones a
aplicar son:

T Fx = m+Xc ; Z Fy = m-?& ; £ Fz = m-zc
Z(Mo)x = I-{g - sz-sene-cose) + Iz-&-sene-(i-cose + ¢.)
Z(Mo)y = I-(%-sen® + 2:8:8:cos8) - Iz-8:(8:COSO + ) (27]
S(Mo)z = Iz+ (¢ + $-cos® - &-8-send)
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Ya indicamos al alumnos la dificultad de resolver problemas de
este tipo, por lo que no insistimos mas.

2355- Movimiento general.- Desgraciadamente, éste es el caso nés

23.6.-

complicado _y no resta sino recurrir a las ecuaciones
generales. Las ecuaciones (15] Siempre son necesarias; y
respecto a las [16], podr&n utilizarse en la forma general,
[17], si los ejes no son principales de inercia, o en la forma
simplificada, [18], si los ejes si son principales de inercia.
Y decimos también, como en el movimiento con un punto fijo, la
dificultad que encierran estos problemas.

Conclusién.- Como consejos précticos para la resolucidn de los
Problemas, indicamos al alumno el camino que debe seguir:

12) Ante todo, analizar el tipo de movimiento, para saber
cu&l de los casos anteriores debe seguir (traslacién,
movimiento plano, etc).

22) Estudiar el diagrama de cuerpo libre, de la misma
forma que en la Estética.

32) Aplicar a dicho diagrama de cuerpo libre las
ecuaciones del movimiento que procedan, segtin el primer punto.
Analizar siempre si es respecto al centro de masas, C, ©
respecto a un punto fijo, 0, © bien respecto a un punto
cualquiera (en los casos mas dificiles), respecto de dbénde se
debe tomar momentos.

42) Si fuera necesario, aplicar relaciones cineméticas, si
es que las hay.

52) Aplicar, finalmente, las ecuaciones de rozamiento
posible. Respecto del rozamiento conviene hacer otra
aclaracién: puesto gque se trata de din&mica, u°N puede tener
cualquier valor, tal que u*N < N.

Se resuelva el problema con los consejos del 1%) al 52); ¢y
si resulta al final u-N > N, como ésto es imposible, se toma
como fuerza de rozamiento fr = u+N; con este valor se vuelve a
gesolver el mismo problema, que dara la solucidén correcta

inal.
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TEMA XXIV
CINETICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS; TRABAJO Y ENERGIA,
IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO

24.1- Equilibrado estatico v dinamico.- Cuando un érgano de maquina
denominado rotor, gira a lo largo de un eje z, apoyado en dcs§
puntos del eje, y el c.d.g. del conjunto estad desplazado de
dicho eje z, se producen lmportantes interferencias, gque vamcs
a analizar.

Ve

Supongamos en las figuras superiores gque el rotor gira cen una
velocidad angular w y una aceleracidén angular o; que su masa,
m, tiene su c.d.g. desplazado hasta G, de coordenadas xc, yc

y que la longitud entre apoyos es L; en estas condiciones la
excentricidad de G respecto al eje vale p = xc-1 + yc-]

Aplicando las ecuaciones cinematicas y las propias de la
cinética, ecuaciones [22] del capitulo anterior, podemos
escribir:

- —
nd — .
W = w+*kK ; w = a*k

ac = whp + UA;/15= @K A(xc i + yerj) +
+ w-]?/\[w-?/\(xc-f + YC‘;)] =

= a+*XC+j - a-yCc+1 - w2-xC+1 - wi:yc+J =
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e oe >

= ( - a'yc - wz-xc)-;'+ {a+xc - w2~yc);} = xc+1 + yc-j

siendo: XC = = @'yC = Wi.XC P 9& = @a*xc - w?ryc
Z Fx = m*Xc ; Xa + Xb = m+-f = a*yc - w2+'XC)
T Fy = m+yc ; Ya + Yb = m+( + a+xc - w2.:yC)

L Mx = + Iyzw? - Izx*'a ; Ya*L = + Iyz-w? = Izx-Q

Iyz-w2 - Iz2x-Q

Ya =
L
T My = - Iyzea - Izx-w? ; = Xa'L =~ Iyz:a - Izx-w?
Iyz+a + Izx-w?
Xa =
L
S Mz = Iz-a ; M=1Ia

Se ve, resolviendo las reacciones Xa, Ya, Xb, Yb, que todas son
funcién de w a, aumentando mucho con valores altos de la
frecuencia (incluso Ya, Xa varian aun cuando xc = yc = 0, si
Iyz # Izx); ademés, puesto que los ejes x,y giran con el
rotor, dichas reacciones giran también, produciendo
vibraciones en la estructura soporte, gue pueden llegar hasta
la rotura o colapso del sistema.

El equilibrado diné&mico consiste preclisamente en colocar masas
adicionales (calculadas hoy dia con aparatos especiales), de
tal modo gque logren llevar el centro de gravedad al eje y
conseguir que Iyz = Izx = 0; una vez que el rotor llega a su
régimen de velocidad, w = constante, « = 0; y todas las
reacciones citadas son nulas, edando Gnicamente las
reacciones est&ticas del peso del conjunto (fijas, segun el
eje y vertical).



